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VorwortAusgangspunkt der vorliegenden Arbeit waren Untersuchungen von Strukturenim Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie, welche der Quantentheorie zugrun-de liegt. Dabei wurden Zusammenh�ange zur kombinatorischen Designtheorieentdeckt. Sowie die Quantenmechanik eine nichtkommutative Verallgemeine-rung der klassischen Mechanik ist, stellt die vorliegende Theorie eine nichtkom-mutative Verallgemeinerung der klassischen, kombinatorischen Designtheoriedar. Zugleich werden Konzepte der Theorie sph�arischer Designs verallgemei-nert.Sei V ein komplexer (oder reeller), endlichdimensionaler Vektorraum mitinnerem Produkt. In dieser Arbeit werden Mengen von Teilr�aumen von V be-trachtet (sowie in der klassischen Designtheorie Mengen von Teilmengen einerendlichen Menge betrachtet werden). In Abschnitt 1.3 werden auch kurz un-endlichdimensionale Hilbertr�aume betrachtet.Jedem linearen Teilraum von V l�a�t sich eine lineare Abbildung P zuordnen,welche alle Vektoren aus V orthogonal auf diesen Teilraum projiziert. Es wird indieser Arbeit durchwegs angenommen, da� eine geordnete Orthonormalbasis desVektorraumes V ausgezeichnet ist. Anstatt von linearen Abbildungen sprechenwir von Matrizen. Das hei�t der Gegenstand dieser Arbeit sind Mengen von or-thogonalen Projektionsmatrizen P. Diese haben bekanntlich die folgenden zweiEigenschaften (siehe [39] und [57]). Orthogonale Projektionen sind idempotent,d.h. P2 = P. Weiters sind sie selbstadjungiert, d.h. es gilt P = P� mit deradjungierten (d.h. transponierten und komplex konjugierten) Matrix P�. Um-gekehrt kann man zeigen, da� jede idempotente und selbstadjungierte Matrixeiner orthogonalen Projektion entspricht. Die Spur orthogonaler Projektionen(d.h. die Summe der Diagonaleintr�age der bez�uglich einer beliebigen Ortho-normalbasis zugeordneten Matrix) ist gleich der Dimension r des zugeh�origenTeilraumes.Quantendesigns sind Mengen von orthogonalen Projektionsmatrizen mitzus�atzlichen Eigenschaften, welche im ersten Abschnitt de�niert werden. In denweiteren Abschnitten des ersten Teiles werden deren Bedeutungen im Lichtedreier bekannter Theorien untersucht. Der Spezialfall paarweise kommutieren-der Projektionsmatrizen liefert De�nitionen und Strukturen der klassischen,kombinatorischen Designtheorie. Anschlie�end wird eine kurze Einf�uhrung indie Wahrscheinlichkeitstheorie, welche der Quantentheorie zugrunde liegt, ge-geben und gezeigt, da� die Elemente der hier entwickelten, verallgemeinertenDesigntheorie in komplexen Vektorr�aumen eine nat�urliche Interpretation in die-sem Formalismus haben. Zuletzt wird das Konzept sph�arischer t-Designs unddiverser Verallgemeinerungen davon vorgestellt, welche mit Quantendesigns engverwandt sind.Im zweiten Teil werden einige Elemente der allgemeinen Theorie weiterent-wickelt. Es werden diverse Schranken abgeleitet, eine Dualit�atsoperation kon-struiert und Automorphismengruppen untersucht. Diese Ergebnisse werden spe-ziell auf zwei Arten von Quantendesigns angewendet, welche die bekanntesten1



kombinatorischen Designs verallgemeinern, n�amlich balanced incomplete blockdesigns und a�ne Designs.Im dritten Teil werden f�ur die eben erw�ahnten zwei Arten von Quantende-signs einige grundlegende Konstruktionen dargestellt. Insbesondere wird eineunendliche L�osungsschar von 2-Designs �uber komplexen, projektiven R�aumenkonstruiert. Die verwendeten Methoden haben eine enge Analogie zu Formalis-men der Quantentheorie in unendlichdimensionalen Hilbertr�aumen.Im Nachwort werden schlie�lich einige o�ene Probleme und Vorschl�age f�urweiterf�uhrende Untersuchungen aufgelistet.Wir ben�utzen die folgenden Notationen:� tr(A) bezeichnet die Spur der Matrix A.� A
B ist das Kronecker- oder Tensor-Produkt zweier Matrizen A und B.Das t-fache Tensorprodukt der Matrix A mit sich selbst sei mit
tA = A
 � � � 
A| {z }tbezeichnet.� U(b) bzw. O(b) seien die Gruppen aller unit�aren bzw. orthogonalen b� bMatrizen. S(b) sei die (b!-elementige) Gruppe aller b�b Permutationsma-trizen.� Die Mengen aller komplexen bzw. reellen, orthogonalen Projektionsmatri-zen mit einer festen Spur r k�onnen mit den sogenannten komplexen bzw.reellen Grassmann-Mannigfaltigkeiten der r-dimensionalen Unterr�aumedes C b bzw. Rb identi�ziert werden. Wir bezeichnen sie mit Gr(C b) bzw.Gr(Rb).� Die Mengen aller diagonale Projektionsmatrizen mit einer festen Spur rbezeichnen wir mit Jbr.
2



1 Grundlagen1.1 De�nitionenDe�nition 1.1. Ein Quantendesign ist eine Menge D = fP1; : : : ;Pvg vonv � 2 komplexen (oder reellen), orthogonalen b� b Projektionsmatrizen.� D hei�t regul�ar, falls es ein r 2 N gibt, so da� gilttr(Pi) = r f�ur alle 1 � i � v: (1.1)� D hei�t koh�arent, falls es ein k 2 R gibt, so da� mit der Einheitsmatrix Igilt P1 + � � �+Pv = kI: (1.2)� Sei G eine beliebige Gruppe unit�arer Matrizen der Ordnung b. D hei�tt-koh�arent bez�uglich der Gruppe G, falls f�ur alle Matrizen U 2 G giltvXi=1 
tPi = vXi=1 
t(UPiU�1): (1.3)� Ein Quantendesign D, welches s-koh�arent bzgl. G f�ur alle s � t ist, hei�tt-Quantendesign bzgl. G. Die St�arke (strength) t bzgl. G ist der maximaleWert von t, so da� D ein t-Quantendesign bzgl. G ist.� Der Grad s von D ist die Anzahl der verschiedenen Elemente der Menge� = ftr(PiPj) : 1 � i 6= j � vg = f�1; : : : ; �sg : (1.4)Insbesondere hat D genau dann Grad 1, wenn es ein � 2 R gibt, so da�tr(PiPj) = � f�ur alle 1 � i 6= j � v: (1.5)� Eine Teilmenge vonD hei�t Orthogonalklasse, falls die Projektionen paar-weise orthogonal sind. Eine Orthogonalklasse ist vollst�andig, falls die Sum-me ihrer Projektionsmatrizen die Einheitsmatrix ergibt. Ein Quantende-sign hei�t au
�osbar, wenn es sich in disjunkte, vollst�andige Orthogonal-klassen zerlegen l�a�t.� Ein au
�osbares Quantendesign mit Grad 2, d.h. � = f0; � 6= 0g solla�nes Quantendesign hei�en.Alle diese Eigenschaften bleiben bei einem Basiswechsel mit einer MatrixU 2 G erhalten. Die Indizes der Projektionsmatrizen sind im allgemeinen belie-big. Wird ihre Reihenfolge ber�ucksichtigt, so sprechen wir von einem geordnetenQuantendesign. 3



De�nition 1.2. Seien D = fP1; : : : ;Pvg und D0 = fP01; : : : ;P0vg zwei Quan-tendesigns. Sie hei�en �aquivalent oder isomorph, falls es eine b � b MatrixU 2 U(b) und eine Permutation � von f1; : : : ; vg gibt, so da� giltP0i = UP�(i)U�1 f�ur alle 1 � i � v:U kann auch gleich I sein, d.h. es �ndet nur eine Permutation statt.Ist ein Quantendesign koh�arent, so kommutiert Pvi=1Pi = kI mit jederbeliebigen Matrix, d.h. das Quantendesign ist 1-koh�arent bzgl. jeder beliebigenGruppe G. Es gilt auch die Umkehrung.Proposition 1.3. Sei G eine beliebige, irreduzible Gruppe (d.h. es gibt kei-nen invarianten Teilraum bzgl. aller Gruppenelemente). Ein Quantendesign istgenau dann koh�arent, wenn es 1-koh�arent bzgl. G ist.Beweis. Die eine Richtung haben wir bereits gezeigt. Sei umgekehrtPvi=1Pi =U (Pvi=1Pi)U�1 f�ur alle U 2 G, dann l�a�t sich das bekannte Lemma von Schuranwenden (siehe z.B. [21, Lemma 27.3]) und es folgt Pvi=1Pi = kI.Speziell folgt, da� ein Quantendesign genau dann 1-koh�arent bzgl. der or-thogonalen, unit�aren oder permutativen Gruppe ist, wenn das Quantendesignkoh�arent ist. F�ur t � 2 stimmen diese drei De�nitionen jedoch nicht mehr�uberein.Proposition 1.4. Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein koh�arentes Quantendesign mittr(Pi) = ri, 1 � i � v. Dann gilt vXi=1 ri = bk: (1.6a)Dies zeigt, da� k 2 Q sein mu�. Ist D auch regul�ar, dann folgtvr = bk: (1.6b)Beweis. Wende die Spurfunktion auf die Gleichung (1.2) an.Man sieht sofort, da� jedes au
�osbare und damit auch jedes a�ne Quan-tendesign koh�arent ist, wobei k die Anzahl der Orthogonalklassen ist. WeitereEigenschaften werden wir im n�achsten Kapitel herleiten. Nun folgen noch einigeDe�nitionen.De�nition 1.5. Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein beliebiges Quantendesign undPi = I� Pi f�ur alle 1 � i � v:Dann wird D = �P1; : : : ;Pv	 das zu D komplement�are Design genannt.Das komplement�are Design D hat dieselben Parameter v und b. FolgendeEigenschaften kann man leicht nachpr�ufen. D ist genau dann regul�ar, wenn Dregul�ar ist und es gilt r = b� r. D ist genau dann koh�arent, wenn D koh�arentist und es gilt k = v � k. D hat f�ur regul�are Quantendesigns denselben Grad swie D mit �i = b� 2r+ �i f�ur 1 � i � s. Ferner gilt D = D.4



Satz 1.6. D ist genau dann ein t-Quantendesign bzgl. einer beliebigen GruppeG � U(b), wenn es das komplement�are Design D ebenfalls ist.Beweis. Sei U 2 G und s � t.vXi=1 
s(U(I� Pi)U�1) = vXi=1 
s(I�UPiU�1)kann als die Summe von 2s Termen geschrieben werden, wobei jeder Termjeweils mittels einer unit�aren bs � bs Matrix (welche die Tensorprodukte per-mutiert und mit allen Matrizen der Form 
sU kommutiert) f�ur ein 0 � j � s�aquivalent ist zuvXi=1 �
(s�j)I�
 �
j(UPiU�1)� = vXi=1 �
(s�j)I�
 �
jPi�unter Verwendung der j-Koh�arenz f�ur j � s. Daraus folgt die s-Koh�arenz vonD f�ur alle s � t. Die umgekehrte Richtung ergibt sich sofort, da D = D.Nat�urlich ist die Vereinigung D [ D0 = �P1; : : : ;Pv;P01; : : : ;P0v0	 zweierQuantendesigns regul�ar und/oder t-koh�arent (bzw. ein t-Quantendesign) bzgl.G, wenn es beide Quantendesigns sind.De�nition 1.7. Seien D1 = fP11; : : : ;P1vg und D2 = fP21; : : : ;P2vg zweiQuantendesigns aus jeweils v orthogonalen Projektionen und seienPi = P1i �P2i = �P1i 00 P2i� f�ur alle 1 � i � v: (1.7)Wir nennen D = fP1; : : : ;Pvg die Summe von D1 und D2.Die Summe ist genau dann koh�arent mit dem Parameter k, wenn es alleSummanden zum selben Parameter sind. Die Summe zweier regul�arer Quan-tendesigns ist ebenfalls wieder regul�ar. Die Summe zweier Quantendesigns mitGrad 1 hat auch wiederum Grad 1.Analog l�a�t sich aus zwei Quantendesigns wie oben mittels des Kronecker-(oder Tensor-) Produkts Pi = P1i 
P2i das Produkt von D1 und D2 bilden.De�nition 1.8. Ein Quantendesign D, welches unit�ar �aquivalent ist zu einerSumme zweier nichtverschwindender Quantendesigns D1 und D2, hei�t reduzi-bel, andernfalls irreduzibel.D ist genau dann reduzibel, wenn es einen nichttrivialen Teilraum T desVektorraumes C b gibt, der unter allen Pi, 1 � i � v, invariant bleibt. Da dieProjektionsmatrizen selbstadjungiert sind, ist dann n�amlich auch das orthogo-nale Komplement von T invariant. Das ist gleichbedeutend damit, da� es eineunit�are Transformation gibt, die alle Matrizen in die Form (1.7) bringt (mitorthogonalen Projektionen der Ordnung dim(T) 6= 0 und codim(T) 6= 0).5



De�nition 1.9. Ein Quantendesign D = fP1; : : : ;Pvg hei�t kommutativ, fallsdie Projektionen Pi, 1 � i � v, paarweise kommutieren.Ist D kommutativ, dann gibt es { da die Projektionsmatrizen selbstadjun-giert sind { eine unit�are MatrixU, so da�U�1PiU diagonal ist f�ur alle 1 � i � v(siehe [57]). Das hei�t D ist unit�ar �aquivalent zu einem Quantendesign aus lau-ter diagonalen Matrizen, sozusagen total reduzibel. Aufgrund der Idempotenzder orthogonalen Projektionen k�onnen die Diagonaleintr�age nur 1 oder 0 sein.
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1.2 Klassische DesigntheorieDie grundlegende De�nition der klassischen, kombinatorischen Designtheorieist jene einer endlichen Inzidenzstruktur (V;B; I), wobei V = fp1; : : : ; pbg undB = fB1; : : : ; Bvg b- bzw. v-elementige endliche Mengen sind. I � V � B isteine bin�are Relation.Die Elemente von B, Bl�ocke genannt, k�onnen auch als Teilmengen der Men-ge V interpretiert werden mit pi 2 Bj , (pi; Bj) 2 I .Die b� v Matrix M = (mij)1�i�b;1�j�v , de�niert durchmij = (1 falls pi 2 Bj ;0 sonst;wird die zugeordnete Inzidenzmatrix genannt. Durch Permutation von Spal-ten und/oder Zeilen der Inzidenzmatrix entstehen isomorphe oder �aquivalenteInzidenzstrukturen.Indem die Rolle der Bl�ocke und Punkte vertauscht wird, entsteht die dualeInzidenzstruktur (B; V; I�) mit (Bj ; pi) 2 I� genau dann, wenn (pi; Bj) 2 I . Derdualen Struktur ist die transponierte Inzidenzmatrix zugeordnet.Satz 1.10. Jedem kommutativen QuantendesignD l�a�t sich eine, bis auf �Aqui-valenzen eindeutige, Inzidenzstruktur (V;B; I) zuordnen { sowie umgekehrt {und zwar folgenderma�en. Seien alle orthogonalen Projektionen Pj ; 1 � j � v,gleichzeitig diagonalisiert und die Spalten der Inzidenzmatrix durch die Dia-gonalen der Projektionsmatrizen gebildet, d.h. seien der Inzidenzmatrix M =(mij)1�i�b;1�j�v die ProjektionenPj = diag(m1j; : : : ; mbj) f�ur alle 1 � j � v (1.8)zugeordnet. Dann gilt:(i) tr(Pj) = rj, 1 � j � v, entspricht der Anzahl der Einsen in der j-tenSpalte von M, d.h. der M�achtigkeit des Blocks Bj. Insbesondere ist Dgenau dann regul�ar, wenn alle Bl�ocke gleich gro� sind.(ii) Seien ki; 1 � i � b, die i-ten Diagonaleintr�age von P1 + � � �+ Pv. Dannentspricht ki der Anzahl der Einsen in der i-ten Zeile vonM, d.h. der An-zahl der Bl�ocke, die pi enthalten. Insbesondere istD genau dann koh�arent,wenn alle Punkte aus V in jeweils genau gleich vielen Bl�ocken enthaltensind.(iii) tr(PiPj) = �ij, 1 � i 6= j � b, entspricht der Anzahl der Stellen, beiwelchen in der i-ten und j-ten Spalte von M gleichzeitig Einsen stehen,d.h. der M�achtigkeit des Durchschnitts der Bl�ocke Bi und Bj.7



Wenn wir hingegen den diagonalen Projektionsmatrizen nicht die Spalten, son-dern die Zeilen einer Inzidenzmatrix zuweisen (bzw. die Inzidenzmatrix an-schlie�end an die obige Zuordnung transponieren), erhalten wir die dualen In-zidenzstrukturen zugeordnet. F�ur diese "duale Zuordnung\ gelten nat�urlich diedualen Eigenschaften, d.h. tr(Pj) entspricht der Anzahl der Bl�ocke, die pj ent-halten, der i-te Diagonaleintrag von P1 + � � �+ Pv entspricht der M�achtigkeitdes Blocks Bi und tr(PiPj) entspricht der Anzahl der Bl�ocke, die pi und pjgleichzeitig enthalten.Beweis. Zur Eindeutigkeit der Zuordnung: Sind alle orthogonalen ProjektionenD gleichzeitig diagonalisiert, so verbleiben als �Aquivalenzoperationen noch Per-mutationen � der Indizes, was einer Permutation der Spalten der zugeordnetenInzidenzmatrix entspricht und unit�are �Ahnlichkeitstransformationen mit b� bPermutationsmatrizen U, was einer Permutation der Zeilen der Inzidenzmatrixentspricht.Die weiteren Eigenschaften lassen sich einfach nachpr�ufen.Beispiel 1.11. Der InzidenzmatrixM = 0BBBBBBBB@1 0 0 0 1 0 11 1 0 0 0 1 00 1 1 0 0 0 11 0 1 1 0 0 00 1 0 1 1 0 00 0 1 0 1 1 00 0 0 1 0 1 11CCCCCCCCAentspricht die eindeutige projektive Ebene der Ordnung 2. Ihr ist ein kommu-tatives Quantendesign zugeordnet, welches regul�ar mit r = 3 und koh�arent mitk = 3 ist, sowie Grad 1 mit � = 1 hat. Dasselbe gilt �ubrigens auch f�ur die dualeZuordnung.Die bekannteste Struktur der klassischen Designtheorie sind balanced incom-plete block designs, abgek�urzt BIBD (siehe z.B. [20], [76] und [34]). Das sindInzidenzstrukturen f�ur die jeder Block k-elementig ist, jedes Element in ge-nau r Bl�ocken auftritt und je zwei verschiedene Elemente gleichzeitig in genau� Bl�ocken enthalten sind. Ihnen sind �uber die duale Zuordnung kommutativeregul�are und koh�arente Quantendesigns mit Grad 1 zugeordnet. Andere Be-zeichnungen f�ur diese klassischen Designs sind S�(2; k; v)�Designs (siehe [13])bzw. 2 � (v; k; �)� Designs (siehe [47]). Projektive Ebenen sind Spezialf�allesymmetrischer BIBD (b = v).Die Parameter (v; b; r; k; �) in Satz 1.10 wurden �ubrigens entsprechend derdualen Zuordnung so gew�ahlt, da� sie im kommutativen Spezialfall genau diesenwichtigsten klassischen Designs entsprechen.Vollst�andige Orthogonalklassen eines kommutativen Quantendesigns ent-sprechen bei der Zuordnung von Satz 1.10 sogenannten Parallelklassen vonBl�ocken in der klassischen Designtheorie, welche die Punktmenge vollst�andigzerlegen. Der Begri� der Au
�osbarkeit entspricht genau dem der klassischenDe�nition (siehe [13, De�nition I.5.4]).8



Kommutative, regul�are, a�ne Quantendesigns (wir werden in Abschnitt 2.3sehen, da� die Regularit�at keine gro�e Einschr�ankung ist) entsprechen nach derZuordnung von Satz 1.10 in der klassischen Designtheorie sogenannten (g; k; �)-Netzen bzw. a�nen 1-Designs (siehe [20, II.4.1]) �Aquivalent dazu ist die De�-nition sogenannter Orthogonaler Anordnungen (orthogonal arrays) der St�arke 2(siehe [20] bzw. [13]). Der Spezialfall � = 1 entspricht der klassischen De�nitionvon paarweise orthogonalen Lateinischen Quadraten bzw. a�nen Ebenen (sie-he insbesondere [26]). Nach der dualen Zuordnung entsprechen kommutative,a�ne Quantendesigns genau transversalen Designs TD�(k; g).Eine Inzidenzstruktur hei�t t-weise balanciertes Design, falls jede t-elemen-tige Teilmenge von V in einer konstanten Anzahl von jeweils genau � Bl�ockenenthalten ist. Ein t-weise balanciertes Design, wo jeder Block genau r Elementeenth�alt, hei�t t-Design (bzw. t � (v; k; �)-Design oder S�(2; k; v)-Design). F�urt-Designs gilt t � r < b und jedes t-Design ist auch ein s-Design f�ur alle s � t.(siehe [13, I. Theorem 3.2)] bzw. [20, IV.49]).Satz 1.12. Sei D ein Quantendesign aus lauter diagonalen Projektionsmatri-zen. Dann entspricht die t-Koh�arenz bzgl. der Permutationsgruppe S(b) nachder Zuordnung von Satz 1.10 genau der s-weisen Balanciertheit f�ur alle s � t.Den regul�aren, diagonalen t-Quantendesigns bzgl. S(b) sind genau die kombi-natorischen t-Designs zugeordnet.Beweis. Seien Qj , 1 � j � b, die diagonalen b� b Matrizen mit 1 in der j-tenDiagonalstelle und sonst �uberall 0. Die bt Matrizen Qj1 
 Qj2 
 � � � 
Qjt mit1 � ji � b bilden eine Basis f�ur den Raum aller diagonalen bt � bt Matrizen.Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein diagonales Quantendesign. Die Diagonalmatrix
tPi hat als Koe�zient von Qj1 
 � � � 
Qjt genau dann 1, wenn Pi an allenDiagonalstellen j1; j2; : : : ; jt eine 1 hat, also entsprechend der Zuordnung vonSatz 1.10 genau dann, wenn die Punkte pj1 ; : : : ; pjt alle im i-ten Block enthaltensind, sonst 0. Die Matrix Pvi=1
tPi hat als Koe�zienten von Qj1 
 � � � 
Qjtfolglich genau die Anzahl der Bl�ocke, die alle Punkte pj1 ; : : : ; pjt gleichzeitigenthalten. Das zugeordnete klassische Design ist also genau dann s-weise ba-lanciert f�ur alle s � t, wenn die Koe�zienten von Qj1 
 � � � 
 Qjt f�ur allem�oglichen Indizes j1; j2; : : : ; jt mit s verschiedenen Werten gleich sind. Durch�AhnlichkeitstransformationenA! (
tS)A(
tS�1)mit beliebigen b� b Permutationsmatrizen S werden Qj1 
 � � �
Qjt mit s ver-schiedenen Indizes auf ebensolche Matrizen abgebildet und zwar kann mit einergeeigneten Permutationsmatrix jede s-elementige Indizesmenge auf jede andereabgebildet werden. Folglich bleibt Pvi=1
tPi genau dann unter allen solchenAbbildung invariant, d.h. D ist t-koh�arent bzgl. S(b), wenn das zugeordneteklassische Design s-weise balanciert ist f�ur alle s � t.Die Zuordnung ist hier nicht die duale Version von Satz 1.10, wie bei BIBD,bzw. S�(t; k; v)-Designs mit t = 2, sondern die Standardzuordnung. Somit sindhier die Parameter dual zu den �ublichen Bezeichnungen. Das hat folgendenHintergrund. 9



W�ahrend in der klassischen Designtheorie das Prinzip der Dualit�at gilt, d.h.da� es zu jeder De�nition und jedem Satz eine duale Aussage gibt, geht dieseSymmetrie f�ur nichtkommutative Quantendesigns verloren. Der �Ubergang insNichtkommutative bringt einen Symmetriebruch. Es lassen sich wohl manch-mal alle zwei dualen De�nitionen verallgemeinern, doch haben sie dann v�olligverschiedene Eigenschaften.So ist es zwar auch m�oglich die Eigenschaft der t-weisen Balanciertheit ent-sprechend der dualen Zuordnung zu verallgemeinern (siehe Abschnitt 1.3), docherweist sich diese De�nition nicht als fruchtbar.Es gibt noch viele weitere De�nitionen klassischer Designs (siehe [4], [13],[20] und [76]). Unter Verwendung des Konzepts eines Assoziationsschemas (sie-he z.B. [20] oder [29]) k�onnten als Verallgemeinerung von transversalen Designsauch sogenannte partially balanced incomplete block designs (PBIBD) verallge-meinert werden. Sei ein symmetrisches Assoziationsschema mit s Klassen aufeiner v-elementigen Menge von Projektionsmatrizen gegeben, dann sind denPBIBD �uber die duale Zuordnung Quantendesigns zugeordnet, welche koh�arentund regul�ar sind, Grad s haben und f�ur die mit der s-elementigen Menge � f�urje zwei Projektionen Pl;Pj, die i-assoziiert sind, tr(PlPj) = �i 2 � gilt. Wirwollen diese Strukturen hier nicht weiter untersuchen.
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1.3 Quantentheoretische InterpretationDer klassischen Physik, Wahrscheinlichkeitstheorie und auch Designtheorie liegtdie Boolesche Logik zugrunde, d.h. eine Verbandsstruktur, wie sie durch Teil-mengen einer vorgegebenen Menge beschrieben wird. Die Quantentheorie hinge-gen basiert auf einer orthokomplement�aren, quasimodularen Verbandsstruktur,welche durch die abgeschlossenen linearen Unterr�aume in komplexen, separa-blen Hilbertr�aumen gebildet wird (siehe [58]). Jedem solchen Unterraum isteindeutig eine orthogonale Projektion zugeordnet, die auf ihn projiziert. Sie kor-respondieren zu den Ereignissen (oder Eigenschaften) des quantenmechanischenSystems. Zueinander orthogonale Teilr�aume bzw. Projektionen entsprechen da-bei sich gegenseitig ausschlie�enden Ereignissen. Wir skizzieren nun kurz diedarauf aufbauende Quantenwahrscheinlichkeitstheorie (siehe [12] und [32]).Wahrscheinlichkeitsma�e werden durch positiv semide�nite, selbstadjun-gierte und bez�uglich der Spur normierte Operatoren, sogenannten Dichteopera-toren D, beschrieben (siehe Satz von Gleason in [19]). Die Wahrscheinlichkeit�D(P) einer Projektion P ist de�niert durch�D(P) = tr(PD):Zufallsvariablen korrespondieren zu selbstadjungierten Operatoren A, in derQuantenmechanik Observablen genannt. Sei �B die charakteristische Funktioneiner Borelmenge B 2 R und folglich �B(A) eine Spektralprojektion von A,dann ist die Wahrscheinlichkeit, einen Wert aus B f�ur A zu messen,�D(�B(A)) = tr(D�B(A)):Die bedingte Wahrscheinlichkeit der Projektion P2 bei Vorliegen von P1 ist�D(P2 j P1) = tr(P2P1DP1)tr(P1D) :Siehe [12, Kap. 26] und [32, Th. 5.26]. Diese Formel ist �aquivalent zur Be-schreibung der Zustands�anderung durch den Me�proze� nach L�uders(siehe [56]und [16]). Analog zur klassischen Theorie kann auch eine gemeinsame Wahr-scheinlichkeit �D(P2uP1), zuerst P1 und dann P2 zu messen, de�niert werdendurch �D(P2 u P1) = �D(P2 j P1)�D(P1) = tr(P2P1DP1):Die bedingte und gemeinsame Wahrscheinlichkeit in der Quantentheorie sind {anders als in der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie { im allgemeinen vonder Reihenfolge abh�angig. Die folgende De�nition der Unabh�angigkeit zweierProjektionen P1 und P2 ist analog zur klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie,wobei aber zus�atzlich die Unabh�angigkeit von der Reihenfolge gelten soll, also�D(P2 u P1) = �D(P1 u P2) = �D(P1)�D(P2):11



Wir wollen uns nun auf endlichdimensionale, komplexe Hilbertr�aume (d.h.auf C b) beschr�anken. Sei weiters der Dichteoperator D = 1b I. Dem entsprichteine v�ollig "gleichverteilte\ Wahrscheinlichkeit �(P) = 1b tr(P). Die gemeinsameWahrscheinlichkeit �(P2uP1) = 1b tr(P1P2) h�angt in diesem Fall nicht von derReihenfolge ab und die zwei Projektionen sind bzgl. � voneinander unabh�angig,wenn tr(P1P2) = 1b tr(P1) tr(P2) gilt.Die v Projektionsmatrizen fP1; : : : ;Pvg eines Quantendesigns k�onnen alsv Ereignisse dieses quantenmechanischen Systems interpretiert werden. IhreWahrscheinlichkeiten �(Pi) = 1b tr(Pi) sind genau dann gleich, wenn das Quan-tendesign regul�ar ist. Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten �(Pi u Pj) =1b tr(PiPj) f�ur alle 1 � i 6= j � v sind genau dann konstant, wenn das Quan-tendesign Grad 1 hat. Allgemein gibt der Grad s die Anzahl der verschiedenengemeinsamen Wahrscheinlichkeiten an.De�nition 1.13. Durch die SpektralzerlegungenAi = giXl=1 ailPilvon k selbstadjungierten Matrizen Ai, 1 � i � k, werden k vollst�andige Ortho-gonalklassen (d.h. eine Au
�osung) auf dem durch alle Projektionen gebildetenQuantendesign de�niert. Wir nennen die Orthogonalklassen bzw. die Observa-blen Ai paarweise unabh�angig (bzgl. 1b I), wenn es beliebige Paare von Projek-tionen aus verschiedenen Orthogonalklassen sind, d.h. wenntr (PilPjm) = 1b tr (Pil) tr (Pjm) (1.9)f�ur alle 1 � i 6= j � k und 1 � l � gi, 1 � m � gj gilt.Verlangen wir zus�atzlich, da� das durch die Projektionen gebildete Quanten-design regul�ar ist, dann hat es Grad 2 mit � = f0; r2=bg und ist ein regul�ares,a�nes Quantendesign. Wir werden in Abschnitt 2.3 zeigen, da� alle a�nenQuantendesigns paarweise unabh�angige Orthogonalklassen haben.In der quantenmechanischen Literatur wurden bisher nur Spezialf�alle be-trachtet. Schwinger [68] bezeichnete die Gleichung (1.9) f�ur eindimensionaleProjektionen als maximum degree of incompatibility (siehe auch Accardi [1]).Parthasarathy [65] betrachtete sogenannte Spin-Observablen Xi, 1 � i �k mit nur zwei Eigenwerten (�1). Er forderte bez�uglich eines DichteoperatorsD, da� tr(XiD) = 0 und tr(XiXjD) = cij mit einer positiv de�niten MatrixC = (cij) gilt. Der Spezialfall D = 1b I,C = I entspricht obiger Problemstellung.Als Spezialfall unserer Theorie werden wir in Abschnitt 2.3 zeigen, da� hierf�urk � n2 � 1 gilt (siehe auch [65, Exercise 5.8 (4)]) und wir werden die durchSatz 1.10 den kommutativen Observablen zugeordneten klassischen Strukturendarstellen, auf die auch Parthasarathy am Beispiel der Hadamard-Matrix [65,Seite 16] hinwies. 12



Wir skizzieren nun kurz eine weitere De�nition, die sich aber bislang alsnicht sehr fruchtbar erwies. Die Iteration des quantenmechanischen Me�prozes-ses ergibt f�ur die Wahrscheinlichkeit nacheinander Pi1 ;Pi2 ; : : : ;Pit zu messen�d(Pit u � � � uPi1) = tr(PitPi(t�1) � � �Pi1DPi1 � � �Pi(t�1)Pit)(siehe [72, Gleichung 5.15]). Betrachten wir nun Quantendesigns, f�ur welche diegemeinsame Wahrscheinlichkeit von t beliebigen, verschiedenen Projektionenbzgl. 1bI konstant (und unabh�angig von der Reihenfolge) ist. Seien den kom-mutativen Quantendesigns entsprechend der dualen Zuordnung von Satz 1.10klassische kombinatorische Designs zugeordnet. Dann ist die gemeinsame Wahr-scheinlichkeit der t Projektionen proportional der Anzahl der Bl�ocke des De-signs, in denen die t Punkte pi1 ; pi2 ; : : : ; pit gleichzeitig enthalten sind, d.h. diekonstante Wahrscheinlichkeit entspricht bei der dualen Zuordnung im kommu-tativen Fall genau der De�nition klassischer t-balancierter Designs.Seien die Projektionen alle eindimensional, dann sieht man leicht, da� diegemeinsame Wahrscheinlichkeit von t Projektionen in diesem Fall immer von derReihenfolge unabh�angig ist und f�ur Quantendesigns mit Grad 1 konstant gleich�t=b ist, d.h. auch t � 2 beliebige Projektionen eines regul�aren Quantendesignsmit Grad 1 und r=1 haben immer konstante gemeinsame Wahrscheinlichkeit.Im allgemeinen (z.B. f�ur r � 2 oder im kommutativen Fall) gilt das nicht. Wirwerden diese Quantendesigns f�ur t > 2 hier nicht n�aher untersuchen.Sei X eine lokalkompakte Menge mit Borelma� dx und sei  x f�ur alle x 2X ein normierter Vektor aus einem komplexen, separablen Hilbertraum. Esgibt verschiedene De�nitionen aufgrund derer die Vektoren  x, x 2 X , alskoh�arente Zust�ande bezeichnet werden (siehe [22], [50] und [80]). Gemeinsamist ihnen, da� f�ur die orthogonalen Projektionen Px, welche jeweils auf die von x aufgespannten eindimensionalen Teilr�aume projizieren,ZX Px dx = I (1.10)gilt. Sei der Hilbertraum gleich C b , X = f1; 2; : : : ; vg und dx das Punktma�,welches jedem 1 � i � v das Gewicht 1k zuordnet. Dann entspricht die Glei-chung (1.10) genau der De�nition der Koh�arenz des regul�aren Quantendesi-gns fP1; : : : ;Pvg. Die Verallgemeinerungen auf mehrdimensionale Projektionenwerden in der Quantentheorie als vektor-koh�arente Zust�ande bezeichnet.Ein weitverbreiteter Zugang zur Theorie der koh�arenten Zust�ande ist grup-pentheoretischer Natur (siehe [80]). Sei G eine Lie-Gruppe, U (g) eine irredu-zible, unit�are Darstellung von G �uber einem Hilbertraum und sei  0 ein nor-mierter (Anfangs-) Vektor. Sei H jene Untergruppe von G, welche  0 bis aufeinen beliebigen Phasenfaktor invariant l�a�t und sei f�ur jedes x 2 G0 �= G=Hein Nebenklassenrepr�asentant g(x) 2 G ausgew�ahlt. Die koh�arenten Zust�andewerden de�niert durch  x = U(g(x)) 0:De�niert man auf G0 ein geeignetes normiertes Haar-Ma� dx, so folgt aus derIrreduzibilit�at der Darstellung U mittels des Lemmas von Schur sofort die Glei-chung (1.10) (siehe [80]). F�ur Quantendesigns werden wir bei der Untersuchung13



ihrer Automorphismengruppen in Abschnitt 2.5 auf analoge Zusammenh�angesto�en.Die Koh�arenz l�a�t sich �ubrigens auch wahrscheinlichkeitstheoretisch moti-vieren. In Abschnitt 1.4 zeigen wir, da� ein regul�ares Quantendesign genau dannkoh�arent ist, wenn der Mittelwert der Wahrscheinlichkeiten �D(P) bez�uglich ei-ner beliebigen Dichtematrix D �uber die Projektionen des Designs gleich demMittelwert �uber alle Projektionen mit derselben Spur ist.Nicht nur die De�nitionen der Quantendesigntheorie, sondern auch wichtigeKonstruktionsans�atze haben ein Gegenst�uck in der Quantentheorie, wie wir nunan zwei Beispielen zeigen. Eine zentrale Rolle spielen dabei die sogenanntenWeyl-Operatoren bzw. die von ihnen erzeugte sogenannte Heisenberg-Gruppe(siehe [74]).Als technische Voraussetzung f�ur unser erstes Beispiel bemerken wir, da�in unendlichdimensionalen Hilbertr�aumen f�ur beliebige Projektionen P1 undP2 gilt tr(P1P2P1) = tr(P2P1P2). (Der Ausdruck tr(P1P2) ist im allgemei-nen nicht de�niert, au�er P1 oder P2 ist in der sogenannten Spurklasse [67]).In unendlichdimensionalen Vektorr�aumen ist zwar der Einheitsoperator keinDichteoperator, da er sich nicht normieren l�a�t, trotzdem kann so etwas wieUnabh�angigkeit bez�uglich ihm de�niert werden.Seien A und B zwei selbstadjungierte Operatoren �uber einem separablenHilbertraum mit Spektrum �(A) und �(B). Wir nennen sie unabh�angig (bzgl.I), falls es Borelma�e �A auf �(A) und �B auf �(B) gibt, so da� f�ur beliebigekompakte Teilmengen E 2 �(A) und F 2 �(B) gilttr(�E(A)�F (B)�E(A)) = �A(E)�B(F ): (1.11)Falls der Hilbertraum endlichdimensional ist, stimmt diese De�nition mit derUnabh�angigkeit bez�uglich 1b I �uberein. Sei A =Pgi=1 aiPi und B =Phj=1 bjQj .Aus (1.11) folgt tr(PiQj) tr(PlQm) = tr(PiQm) tr(PlQj) und durch Summa-tion �uber l und m ergibt sich tr(PiQj) = 1b tr(Pi) tr(Qj). Umgekehrt sind�A(ai) = 1pb tr(Pi) und �B(bj) = 1pb tr(Qj) passende Borelma�e nach obigerDe�nition.Der Ortsoperator X und der Impulsoperator P sind jeweils auf einem dich-ten Teilraum von L2(R) de�niert durch(Xf)(x) = xf(x) und (Pf)(x) = �i ddxf(x):Man kann leicht sehen (siehe auch [3]), da� mit dem Lebesgue-Borelma� � aufRgilt tr(�E(X)�F (P)�E(X)) = 12��(E)�(F ), d.h.X und P sind unabh�angig (ob-wohl sie durch die kanonische Vertauschungsrelation und die Heisenberg'scheUnsch�arferelation verkn�upft sind). Den wahrscheinlichkeitstheoretischen Hin-tergrund der Unabh�angigkeit von Orts- und Impulsobservablen in der Quanten-mechanik herauszuarbeiten war der Anla� f�ur die Diplomarbeit [79] des Autorsund damit indirekt auch f�ur diese Arbeit.Seien nun A� = cos(�)X� sin(�)P mit � 2 [0; �). Dann sind A� und A�f�ur � 6= � ebenfalls paarweise unabh�angig (da sie unit�ar �aquivalent zu cX und14



dP mit c; d 6= 0 sind, siehe [78]). Das hei�t die A�, � 2 [0; �), bilden eineunendliche Menge paarweise unabh�angiger Operatoren.Wir ordnen nun jedem A� eine einparametrige, stark stetige Gruppe uni-t�arer Operatoren zu durch U�(t) = eiA�t mit t 2 R. Die in�nitesimalen Gene-ratorenA� sind umgekehrt durch die Gruppen bis auf einen konstanten Faktoreindeutig bestimmt. Mit c = t sin(�) und d = t cos(�) folgtU�(t) =W(c; d) = e�icd=2e�icPe�idX: (1.12)Diese Operatoren sind genau die oben erw�ahnten Weyl-Operatoren und bildenmit c; d 2 R ! W(c; d) die eindeutige unit�are, irreduzible, projektive Dar-stellung der additiven Gruppe R� R bzw. C (siehe Thirring [74, Seite 76]).Sie lassen sich also durch Polarkoordinaten in unit�are, einparametrige Grup-pen zerlegen, welche jeweils einen von unendlich vielen paarweise unabh�angigenOperatoren festlegen.Eine �ahnliche Konstruktion werden wir auf die endlichdimensionalen Weyl-Matrizen anwenden, um in Abschnitt 3.2 maximale a�ne Quantendesigns zukonstruieren.Unser zweites Beispiel sind die klassischen koh�arenten Zust�ande, auch Zu-st�ande minimaler Unsch�arfe genannt, im Hilbertraum L2(R), welche Ausgangs-punkt des Konzepts der Koh�arenz waren und vielf�altige Anwendungen in derQuantentheorie besitzen. Der Anfangsvektor  0 ist der Grundzustand des har-monischen Oszillators (vacuum state). Dieser ist zugleich Eigenvektor der un-endlichdimensionalen Fourier-Transformation. Durch Anwendung der Weyl-Operatoren entstehen die ProjektionenPx, x 2 C . F�ur deren gemeinsame Wahr-scheinlichkeiten oder �Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt (siehe [80, Gleichung2.20]) �xy = tr(PxPy) = e�jx�yj2 f�ur alle x; y 2 C :F�ur die klassischen koh�arenten Zust�ande ist also tr(PxPy) nur von jx� yjabh�angig. (Sie gehorchen sozusagen einem "unendlichen metrischen Assozia-tionsschema\).F�ur die Konstruktion maximaler regul�arer, koh�arenter Quantendesigns mitGrad 1 in Abschnitt 3.4 werden wir, analog wie bei klassischen koh�arentenZust�anden, die endlichdimensionalen Weyl-Matrizen verwenden und der An-fangsvektor ist ein Eigenvektor einer mit Hilfe der Fourier-Matrix gebildeten(und dieser sehr �ahnlichen) Matrix.Diese beiden Beispiele zeigen au�erdem, da� es m�oglich ist, Teile der Quan-tendesigntheorie auch auf unendlichdimensionale Hilbertr�aume zu verallgemei-nern. Dieser Ansatz soll hier aber nicht weiter verfolgt werden.15



1.4 Sph�arische t-DesignsZuerst m�ussen wir die t-Koh�arenz noch etwas n�aher untersuchen und dazubrauchen wir wiederum noch etwas technische Vorbereitung.Eine MengeX von (komplexen) b�bMatrizen hei�t G-Raum bez�uglich einerGruppe G � U(b), falls f�ur alle P 2 X und U 2 G folgt, da� auch UPU�1 2 Xist. Falls es f�ur alle P;Q 2 X ein U 2 G gibt, so da� UPU�1 = Q gilt,wird gesagt, da� G transitiv auf X wirkt bzw. wird X ein homogener G-Raumgenannt (siehe [14, I.4], [49, I.2.2]).Beispiele f�ur homogene G-R�aume sind die Mengen aller komplexen bzw.reellen orthogonalen Projektionsmatrizen mit einer festen Spur r bez�uglich derGruppe G = U(b) bzw. O(b). Diese R�aume k�onnen auch mit Gr(C b) bzw.Gr(Rb), den sogenannten komplexen bzw. reellen Grassmann-Mannigfaltigkeitender r-dimensionalen Unterr�aume des C b bzw. Rb identi�ziert werden. Analogbilden die Mengen aller diagonalen Projektionsmatrizen mit einer festen Spurr bez�uglich der Gruppe G = S(b) jeweils homogene G-R�aume.Sei P0 ein beliebiger, �xer Punkt aus X . Die Menge aller Elemente von G,welche P0 festhalten, bilden eine Untergruppe H von G und� : U! UP0U�1ist die Projektion von G auf den homogenen G-Raum (bzw. die Quotientenman-nigfaltigkeit) X �= G=H . Das hei�t �ubrigens auch, da� G und ein beliebiges �xesElement aus einem homogen G-Raum X diesen bereits vollst�andig bestimmen(erzeugen). Sei P0 eine Projektion der Spur r und G = U(b), dann ist notwen-digerweise X = Gr(C b ). Die Untergruppe H ist in diesem Fall �aquivalent zuU(r)�U(b�r). Analog ist f�ur G = O(b) die Untergruppe H � O(r)�O(b�r).Auf jeder Gruppe G � U(b) ist ein eindeutiges normiertes und links-invari-antes Integral, das sogenannte Haar-Integral de�niert, das wegen der Kompakt-heit von G � U(b) auch rechts-invariant ist (siehe [14, I, Theorem 5.12] ). Mitder Projektion � wird f�ur beliebige stetige Funktionen f : X ! C durchZX f(P)dp = ZG f(UP0U�1)du (1.13)ein eindeutiges, normiertes, bzgl. G invariantes Integral auf X de�niert (sie-he [49, Abschnitt II.9]). Im Beispiel des homogenen G-Raumes der diagonalenProjektionsmatrizen bzgl. S(b) wir das Integral zu einer diskreten Summe.De�nition 1.14. Sei P0 ein �xes Element eines homogenen G-Raumes X . Wirbezeichnen f�ur beliebige t � 1 den TensorKt(X) = ZX 
tPdp = ZG
tUP0U�1duals t-Koh�arenztensor bez�uglich des G-Raumes X .16



Ist P0 eine Projektion der Spur r, dann folgt, wegen der Normiertheit desIntegrals, f�ur alle homogenen G-R�aume tr(Kt(X)) = rt. F�ur t = 1 und irredu-zible Gruppen G folgt speziell K1(X) = rb I.Satz 1.15. Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesign, G � U(b) und seien Xi,1 � i � v, die durch die Pi erzeugten G-R�aume. D ist genau dann t-koh�arentbzgl. G, wenn gilt vXi=1 
tPi = vXi=1Kt(Xi): (1.14)Ist D auch regul�ar und Xi = X f�ur alle 1 � i � v, so gilt1v vXi=1 
tPi = Kt(X): (1.15)Beweis. Sei D t-koh�arent bzgl. G. Wir brauchen nur die Gleichung (1.3) �uberdie Gruppe G zu integrieren und erhalten sofort die Gleichung (1.14).Wird diese Gleichung umgekehrt von einem Quantendesign erf�ullt, so folgt,da Kt(Xi) = 
tU(Kt(Xi))
tU�1 f�ur alle U 2 G gilt, sofort die t-Koh�arenzbzgl. G.Die Menge der komplexen Polynome in b2 Variablen (als Koordinaten imRaum der komplexen b � b Matrizen interpretiert) vom Grad kleiner gleich tbezeichnen wir eingeschr�ankt auf die Menge (Mannigfaltigkeit) X als den Po-lynomraum Pol(X; t). Seien C beliebige komplexe bt � bt Matrizen mit t � 1und P 2 X . Dann sind alle f(P) = tr �(
tP)C�, welche auf X nicht verschwin-den, genau die homogenen Polynome vom Grad t in Pol(X; t), welche wir alsHom(X; t) bezeichnen. Matrixeintr�age von 
tP, welche auf X nicht verschwin-den, sind genau alle Monome vom Grad t.Satz 1.16. Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesign, G � U(b) und seien Xi,1 � i � v, die durch die Pi erzeugten G-R�aume und sei X = Svi=1Xi. Dist genau dann t-koh�arent bzgl. G, wenn f�ur alle homogenen Polynome f(P) 2Hom(X; t) gilt vXi=1 f(Pi) = vXi=1 ZXi f(P)dp: (1.16)Ist D auch regul�ar und Xi = X f�ur alle 1 � i � v, so gilt1v vXi=1 f(Pi) = ZX f(P)dp: (1.17)Das hei�t der Mittelwert jedes homogenen Polynoms vom Grad t �uber alle Ele-mente des Designs ist gleich dem Mittelwert �uber den gesamten homogenenG-Raum X. Das Design ist genau dann ein t-Quantendesign, wenn dies f�uralle Polynome f(P) 2 Pol(X; t) gilt. 17



Beweis. Zum Beweis m�ussen nur die Gleichungen von Theorem 1.15 mit einerbeliebigen komplexen bt � bt Matrix multipliziert und davon die Spur gebildetwerden. Umgekehrt gilt es dann f�ur jedes Monom, d.h. alle Eintr�age von 
tP.Wir betrachten nun den Spezialfall regul�arer Quantendesigns mit r = 1.Die Vektoren der komplexen bzw. reellen Einheitssph�aren 
 in einen b-dimensionalen Vektorraum V werden durch die Abbildunge = (ei)1�i�b 7! Pe = (ei�ej)1�i;j�b (1.18)auf orthogonale Projektionen, d.h. Elemente der Grassmann-MannigfaltigkeitenG1(C b) bzw. G1(Rb) abgebildet. Folglich k�onnen Quantendesigns mit r = 1auch durch normierte Vektoren, sogenannte sph�arischen Designs, beschriebenwerden. Diese Vektoren sind aber durch die Gleichung (1.18) nicht eindeutigfestgelegt, da normierte Vektoren, die sich nur um eine komplexe Phase (bzw.reelle Phase �1) unterscheiden und damit denselben Teilraum aufspannen, die-selbe Projektion P zugeordnet erhalten. Eine Teilmenge Y der Einheitssph�arehei�t antipodal, falls mit jedem Vektor e 2 Y auch gilt �e 2 Y . Entsprechendk�onnen Quantendesigns mit r = 1 auch durch antipodale, sph�arische Designsmit 2v normierten Vektoren beschrieben werden. Reellen Quantendesigns mitr = 1 sind eindeutige, antipodale, sph�arische Designs zugeordnet.Aus Pe x = hxjei e f�ur alle x 2 V folgt soforttr (PePf ) = jhejfij2 f�ur alle e; f 2 V: (1.19)In reellen Vektorr�aumen ist der Absolutbetrag des inneren Produkts zweiernormierter Vektoren gleich dem Cosinus des Winkels zwischen ihnen. Folg-lich entsprechen regul�are Quantendesigns mit Grad 1 und r = 1 in reellenVektorr�aumen genau gleichwinkeligen Liniensystemen. Diese wurden erstmalsin [55] und [52] untersucht.Sp�ater dehnten Delsarte, Goethals und Seidel [24] die Untersuchungauf komplexe Vektorr�aume und s-elementige Winkelmengen (Grad s � 2) aus.In [41] wurden auch Vektorr�aume �uber den Quaternionen betrachtet. In reel-len Vektorr�aumen wurden auch manchmal die Phase des inneren Produkts zurBestimmung des Grades ber�ucksichtigt (siehe z.B.[25]).In [43] �ndet man einen �Uberblick bekannter gleichwinkeliger Liniensystemein reellen und komplexen Vektorr�aumen. Durch Bildung des komplement�arenDesigns f�ur b � 2 und durch Summation solcher Designs erh�alt man sofortBeispiele f�ur Quantendesigns mit Grad 1 und mit r � 2.Vollst�andige Orthogonalklassen entsprechen Orthonormalbasen. Obwohl inder Literatur auch speziell sph�arische Designs mit Grad 2 und insbesondere mit� = f0; �g betrachtet wurden, sind a�ne Designs, d.h. die Zerlegung dieser De-signs in Orthonormalbasen, nicht explizit untersucht worden. Trotzdem wurdenimplizit L�osungen gefunden, welche wir in Abschnitt 3.3 anf�uhren.18



Seien ej = (eij)1�i�b f�ur 1 � j � v normierte Vektoren und E die b � vMatrix, die durch die v Vektoren ej , 1 � j � v, als Spalten erzeugt wird, d.h.E = (eij)1�i�b;1�j�v , dann folgt sofortvXj=1Pej = EE�:Also ist die Koh�arenz �aquivalent zu EE� = kI. Vektorsysteme mit dieser Eigen-schaft wurden von Seidel in [69] eutaktisch genannt. Sie wurden zuvor auchvonHadwiger unter der Bezeichnung normierte Koordinatensterne (siehe [33])untersucht (und noch fr�uher von Pohlke und Schl�afli).In Anschlu� an Resultate �uber gleichwinkelige Liniensysteme wurden vonDelsarte, Goethals und Seidel in [25] sogenannte (reelle) sph�arische t-Designs de�niert. Eine endliche Teilmenge Y der reellen Einheitssph�are hatIndex s, falls die Summe der Werte jedes homogenen harmonischen Polynomsvom Grad s �uber die Punkte von Y gleich Null ist und hei�t sph�arisches t-Design, falls es alle Indizes kleiner gleich t hat. Y hat Index s genau dann,wenn die Summe der Werte jedes homogenen Polynoms f vom Grad s �uberdie Punkte von Y geteilt durch die Anzahl der Punkte gleich dem Integral desPolynoms �uber die Einheitssph�are ist, d.h.1jY jXy2Y f(y) = Z
 f(y)d!(y):Es gen�ugt dies f�ur s = t zu zeigen (woraus s�2; s�4; : : : folgt) und f�ur s = t�1(woraus s� 3; s� 5; : : : folgt) um zu zeigen, da� Y ein t-Design ist. (siehe [30,Theorem 4.4]).Der Raum der homogenen Polynome von Grad t �uber der Grassmann-Mannigfaltigkeit G1(C b ) ist mit der Abbildung (1.18) isomorph zum Raumder Polynome �uber der komplexen Einheitssph�are 
(C b ), welche homogen vomGrad t in den Variablen xi und homogen vom Grad t in den Variablen �xj sind.Analog ist der Raum der homogenen Polynome von Grad t �uber G1(Rb) iso-morph zum Raum der Polynome �uber 
(Rb), welche homogen vom Grad 2t sind(siehe auchGodsil [29, Kapitel 14, Bsp. 15]). Das Integral �uber die Grassmann-Mannigfaltigkeiten ist f�ur diese Polynome mit dem (normierten Haar-) Integral�uber die entsprechenden Einheitssph�aren identisch.Es folgt mit Satz 1.16, da� ein reelles, sph�arisches Design genau dann denIndex 2t (und damit alle geraden Indizes kleiner gleich 2t) besitzt, wenn daszugeordnete regul�are Quantendesign t-koh�arent bzgl. O(b) (und damit ein t-Quantendesign bzgl. O(b)) ist. Insbesondere entspricht Index 2 der Koh�arenz.Die ungeraden Indizes entsprechen keiner Eigenschaft der Quantendesigns, dasie von den Phasen der Vektoren abh�angen. Da aber antipodale, sph�arischeDesigns stets alle ungeraden Indizes besitzen, k�onnen jedem regul�aren t-Quan-tendesign bzgl. O(b) mit r = 1 auch antipodale, sph�arische (2t + 1)-Designs(mit 2v Vektoren) zugeordnet werden.Siehe [31] f�ur einen �Uberblick bekannter Beispiele von sph�arischen t-Designsund speziell f�ur sph�arische 4-Designs [36]. �Uber die komplement�aren Designserhalten wir damit auch erste Beispiele f�ur t-Quantendesigns mit r � 2.19



In den Arbeiten [63] und [71] wurde festgestellt, da� Y genau dann Index that, wenn 1jY jXy2Y 
ty = D mit D = Z

ty d!(y) (1.20)gilt. Die Tensoren D zum Index 2t sind �aquivalent zu den t-Koh�arenztensorenbzgl. den reellen Grassmann-Mannigfaltigkeiten mit r = 1 (f�ur ungerade IndizesgiltD = 0). Der Zusammenhang mit der orthogonalen Invarianz, wie wir sie zurDe�nition der t-Koh�arenz herangezogen haben, wurde auch schon fr�uh bemerkt(siehe [30]) und wurde in [64] detailliert behandelt.Neumaier [62] verallgemeinerte das Konzept der t-Designs auf sogenannteDelsarte R�aume. Er zeigte, da� neben der reellen Einheitssph�are die projek-tiven R�aume �uber den reellen und komplexen Zahlen bzw. den Quaternionenund Cayley Zahlen (d.h. die symmetrischen R�aume vom Rang 1) mit der durchd(PQ) = p1� tr(PQ) de�nierten Metrik Delsarte R�aume bilden. In einerReihe von Arbeiten (siehe [43], [44], [10], [45] und [46]) wurden von Hog-gar t-Designs f�ur diese R�aume untersucht. Solche t-Designs entsprechen f�urden reellen bzw. komplexen Fall genau regul�aren t-Quantendesigns mit r = 1bzgl. O(b) bzw. U(b) (d.h. �uber den reellen bzw. komplexen Grassmannr�aum-en G1(Rb) bzw. G1(C b)). In [43] wurden auch viele Beispiele gegeben, so da�wir �uber die komplement�aren Designs auch Beispiele f�ur t-Quantendesigns mitr � 2 im Komplexen haben.Eine weitere Verallgemeinerung, die sowohl sph�arische t-Designs als aucht-Designs �uber projektiven R�aumen umfa�t, ist das Konzept der t-Designs �ubersogenannten Polynomialen R�aumen von Godsil [29].Ein Polynomialer Raum besteht aus einer Menge 
, einer reellwertigen,sogenannten Trennungsfunktion � auf 
 und einem inneren Produkt auf derMenge Pol(
), der Polynome �uber 
.Sei G � U(b) und seien Xj , 1 � j � s, verschiedene, homogene G-R�aumevon b�b Projektionsmatrizen (unter �Ahnlichkeitstransformationen aus G). Sei-en nj , 1 � j � s, beliebige nat�urliche Zahlen, w = n1 + � � �+ ns und sei
 = s[j=1Xj ; (1.21a)�(P;Q) = tr(PQ) f�ur alle P;Q 2 
; (1.21b)hf(P)jg(P)i= sXj=1 njw ZXj f(P)g(P)dp f�ur alle f(P); g(P)2 Pol(
): (1.21c)mit den durch G de�nierten, eindeutigen, normierten Integralen auf den Xj , 1 �j � s. Dann wird dadurch ein Polynomialer Raum entsprechend der De�nitionvon [29, Kapitel 14.2] gebildet. Die darauf aufbauende De�nition des Grades f�urendliche Teilmengen von 
 stimmt mit unseren De�nitionen f�ur Quantendesigns20



�uberein. t-Designs �uber Polynomialen R�aumen sind endliche Teilmengen D =fP1; : : : ;Pvg von 
, f�ur die gilth1jf(P)i= 1v vXi=1 f(Pi) f�ur alle f(P) 2 Pol(
):Das stimmt nach Gleichung (1.16) mit der De�nition von t-Quantendesigns D�uberein unter der Bedingung, da� f�ur die Anzahl mj der Projektionen Pi 2 Xjgilt, da� mjv = njw ist f�ur alle 1 � j � s. Diese Bedingung ist trivial, falls dasDesign regul�ar ist und alle Xi gleich sind (d.h. s = 1).Zur Illustration wurden in [29] haupts�achlich (reelle) sph�arische Designs her-angezogen bzw. die sogenannten Johnson Schemata, welche klassischen Designsentsprechen und als kommutativer Spezialfall auch in unserem Konzept enthal-ten sind. In einem Beispiel [29, Kapitel 14.3 (i)] wurde nur kurz angedeutet, da�die reellen Grassmannr�aume mit der Spurfunktion polynomiale R�aume bilden.Grundlegende Zusammenh�ange dieser Theorie gelten also unver�andert f�urQuantendesigns (siehe Abschnitt 2.1). Im besonderen wurden in [29] sogenann-te Q-Polynomiale R�aume (welche zu Delsarte R�aumen �aquivalent sind) un-tersucht und f�ur diese eine Reihe von Folgerungen abgeleitet. Wir werden inAbschnitt 2.4 eine dieser Folgerungen f�ur Grad 1 (und t = 2) auf beliebigenGrassmannr�aumen beweisen. Die Verallgemeinerung dieser Ergebnisse auf be-liebige (homogene) G-R�aume (und s > 1 bzw. t > 2) ist aber nicht Gegenstanddieser Arbeit.Eine Teilmenge D eines polynomialen Raumes wird in [29, Abschnitt 16.5]imprimitiv genannt, falls es eine nichtriviale Partition vonD gibt, so da� Pi undPj genau dann in derselben sogenannten Parallelklasse liegen, wenn �(Pi;Pj) =tr(PiPj) 2 �0 � �. Au
�osbare Quantendesigns sind imprimitiv mit �0 = f0g,wobei aber zus�atzlich die Vollst�andigkeit der Parallel- bzw. Orthogonalklassengefordert wird.In der Literatur gibt es auch zwei Ans�atze zu einer Verallgemeinerungen inRichtung r > 2 bzw. der Nichtregulari�at.Multisph�arische oder Euklidische t-Designs (siehe [63], [70], [71]) sind eineVerallgemeinerung von Teilmengen der Einheitssph�are auf beliebige Vektormen-gen Y im Rb. Sie k�onnen auch als Teilmengen mehrerer konzentrischer Sph�arenverstanden werden. Da das normierte Integral von 
ty �uber die Sph�are mitRadius r genau rtD ist, wurde als Bedingung f�ur den Index t gefordert, da�Py2Y 
ty = Py2Y kyktD gilt. Nichtregul�are Quantendesigns k�onnen auch alsDesigns auf mehreren Sph�aren vom Radius ri; 1 � i � v, im b2-dimensionalenVektorraum aller b � b Matrizen interpretiert werden. Da zur Berechnung derKoh�arenztensoren aber jeweils nur �uber (verschiedene) Teilmannigfaltigkeiten(bzw. Teilmengen) dieser Sph�aren integriert wird, sind diese f�ur verschiedene r(und festes b sowie t) nicht proportional, so da� die De�nition der t-Koh�arenzf�ur nichtregul�are Quantendesigns verschieden ist von obigem Ansatz.Die De�nition von sph�arischen Designs basiert auf endlichen Teilmengen derEinheitssph�are in reellen (oder komplexen und anderen) Vektorr�aumen. In zwei21



fr�uhen Arbeiten ( [53] und [40]) wurde versucht die Theorie von solchen Vektor-(oder Linien-) Systemen auf Systeme von Unterr�aumen (Ebenen) zu verallge-meinern. Hierbei wurde aber eine Einschr�ankung auf sogenannte paarweise iso-kline Unterr�aume gemacht. In reellen Vektorr�aumen hei�t dies, da� die beidenVektorr�aume gleichdimensional sein m�ussen und der Winkel zwischen einem be-liebigen Vektor in einem der Unterr�aume und dessen orthogonaler Projektionauf einen anderen Unterraum konstant sein mu�.Seien P und Q Projektionen auf zwei gleichdimensionale Unterr�aume imRn, dann sind diese genau dann isoklin, wenn es einen Parameter 
 2 R gibt,so da� PQP = 
P (1.22)(und daher auch QPQ = 
Q) gilt (siehe [53], Theorem 2.3). Diese De�niti-on kann auch problemlos auf komplexe Vektorr�aume �ubertragen werden (sie-he [40]).Angenommen P und Q kommutieren, dann folgt 
P = PQP = QP2 =Q2P = QPQ = 
Q. Also ist dann entweder 
 = 0 und P orthogonal zu Qoder 
 = 1 und P = Q. Die kommutativen paarweise isoklinen Designs sindalso trivial.Man kann nun zeigen, da� nichtkommutative Projektionen, welche Glei-chung (1.22) erf�ullen, gleichdimensional sein m�ussen, d.h., da� das zugeordneteQuantendesign regul�ar sein mu� (w�ahrend dies in den Arbeiten [53] und [40]vorausgesetzt wurde). Es folgt tr(PQ) = tr(
P) = 
r und folgender einfacherZusammenhang.Proposition 1.17. Die den equiisoklinen Unterr�aumen, d.h. den paarweiseisoklinen Unterr�aumen mit konstantem Parameter 
 6= 0, zugeordneten or-thogonalen Projektionen bilden ein regul�ares Quantendesign mit Grad 1 und� = 
r.In Abschnitt 2.4 werden wir zeigen, da� die zentralen Ergebnisse von [53]und [40] aber ganz allgemein f�ur Quantendesigns mit Grad 1 gelten, ohne diebetr�achtliche Einschr�ankung, da� die Unterr�aume isoklin seien.Verschiedentlich (siehe z.B. [25], [71] und [45]) wurde auch folgenderma-�en ein Zusammenhang zwischen reellen, sph�arischen Designs und klassischenDesigns hergestellt. Vektoren in einem v-dimensionalen Vektorraum mit Koor-dinaten xi 2 f0; 1g undPvi=1 x2i = k (d.h auf der Sph�are mit Radius k) wurdenmit den Spalten einer Inzidenzmatrix identi�ziert. Die zugeordneten klassischenDesigns haben konstante Blockgr�o�e k. Sph�arischen t-Designs werden so klassi-sche t-Designs zugeordnet. Designs mit nichtkonstanter Blockgr�o�e entsprechenmultisph�arischen Designs.Diese Einbettung ist sehr �ahnlich zur Zuordnung von Satz 1.10, welche abersowohl sph�arische als auch klassische Designs in eine umfangreichere Theoriemit mehrdimensionalen Projektionen einbettet. Au�erdem ist die Charakteri-sierung klassischer Designs �uber die Kommutativit�at im Gegensatz zu obigerEinbettung darstellungsunabh�angig (sie bleibt unter �Aquivalenzabbildungen er-halten). 22



1.5 Gegen�uberstellungDie folgende Tabelle gibt eine Gegen�uberstellung der Begri�e der klassischenDesigntheorie und jener sph�arischer Designs mit der Quantendesigntheorie undihrer quantentheoretischen Interpretationen.Klassische Designs Sph�arischeDesigns Quantendesigns QuantentheorieBlock B normierterVektor Projektions-matrix P EreignisM�achtigkeit desBlocks B 1 tr(P) � Wahrschein-lichkeit desEreignisseskonstanteBlockgr�osse immererf�ullt regul�ar gleichwahrschein-liche Ereignissekonstante Zahlvon Bl�ockendurch alle Punkte eutaktisch,Index 2 koh�arent koh�arenteZust�andet-balanciert,t-Design Index 2t,antipodales(2t+ 1)- Design t-koh�arent,t-Quantendesign Erweiterungder Koh�arenzM�achtigkeit desDurchschnitts vonBi und Bj Winkel, inneresProdukt tr(PiPj) � gemeinsameWahrscheinlich-keitkonstanterDurchschnittzweier Bl�ocke gleichwinkelig,Grad 1 Grad 1 konstante gemein-same Wahrschein-lichkeits Werte f�ur denDurchschnittzweier Bl�ocke Grad s Grad s s gemeinsameWahrscheinlich-keitenau
�osbar disjunkte Verei-nigung von Ortho-normalbasen au
�osbar � Mengen vonObservablena�nes 1-Design,Netz, orthogonalarray disjunkte Verei-nigung von Ortho-normalbasenmit Grad 2 a�nes, regul�aresQuantendesign � paarweiseunabh�angigeObservablen
23



2 Eigenschaften2.1 SchrankenSei nun X eine Menge von b�b Matrizen mit konstanter Spur r. Sei C = I
C0mit der b� b Einheitsmatrix und einer b(t�1) � b(t�1) Matrix C0. Dann folgttr �(I
C0)(
tP)� = r tr�C0(
(t�1)P)� 2 Hom(X; t):Also folgt f�ur die homogenen Polynome �uber X , da� Hom(X; t�1) � Hom(X; t)gilt und durch Induktion folgt, da� Hom(X; t) = Pol(X; t) gilt.Proposition 2.1. Sei das Quantendesign D regul�ar und t-koh�arent bzgl. einerGruppe G. Dann folgt, da� D ein t-Quantendesign bzgl. G ist.Beweis. F�ur regul�are Quantendesigns hat der G-Raum X = Svi=1Xi, wobei Xi,1 � i � v, die durch die Pi erzeugten homogenen G-R�aume seien, konstanteSpur. Mit Hom(X; t) = Pol(X; t) und Satz 1.16 folgt das Ergebnis.Aber Achtung, selbst f�ur regul�are Quantendesigns, ist der G-Raum X =Svi=1Xi, wobei die Xi, 1 � i � v, die durch die Pi erzeugten homogenen G-R�aume seien, nicht notwendigerweise selbst homogen.F�ur regul�are Quantendesigns existiert ein homogener G-Raum X bzgl. einerGruppe G genau dann, wenn G auch transitiv auf D wirkt. Einerseits mu� Gauf eine Teilmenge des G-Raumes transitiv wirken. Ist dies andererseits derFall, so folgt sofort Xi = X f�ur alle 1 � i � v.Satz 2.2 (Absolute Schranke). Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesignvom Grad s und tr(Pi) = ri =2 � f�ur alle 1 � i � v. Sei weiters X eine beliebigeMenge von b� b Matrizen mit D � X. Dann giltv � dim(Pol(X; s)): (2.1)Beweis. Sei � = f�1; : : : ; �sg. Die Polynomefi(P) = sYl=1 (tr (PPi)� �l) ; 1 � i � v;sind aus Pol(X; s) und es gilt auf D � Xfi(Pj) = (0 f�ur alle 1 � i 6= j � v,Qsl=1(ri � �l) 6= 0 f�ur alle 1 � i = j � v.Also sind die Polynome linear unabh�angig. Es folgt, da� ihre Anzahl v durchdim(Pol(X; s)) beschr�ankt ist. 24



Die Idee des Beweises geht f�ur r = 1 auf Koornwinder [51] zur�uck undgilt speziell auch f�ur polynomiale R�aume (siehe [29, Satz 14.4.1]). Es wird abernicht vorausgesetzt, da� X die Vereinigung von G-R�aumen ist (wir brauchenauch kein Integral darauf), so da� der Satz auch f�ur nichtpolynomiale R�aume(und Mengen X) gilt. Die Bedingung tr(Pi) = ri =2 � f�ur alle 1 � i � v erlaubtauch eine leichte Verallgemeinerung (siehe [29, Satz 14.4.1]).Sei X der reelle Grassmannraum mit r = 1, dann ist Pol(G1(Rb); s) �aqui-valent zum Raum aller homogenen Polynome vom Grad 2s �uber der Einheits-sph�are und es gilt bekanntlich dim(Pol(G1(Rb); s)) = �b+2s�1b�1 �. Ist X der kom-plexe Grassmannraum mit r = 1, dann ist Pol(G1(C b ); s) �aquivalent zum Raumaller Polynome �uber der komplexen Einheitssph�are, welche homogen vom Grads in den Variablen xi und homogen vom Grad s in den Variablen �xj sind undes gilt dim(Pol(G1(C b); s)) = �b+s�1b�1 �2 (siehe [24]). Unter Ber�ucksichtigung derPhasen der inneren Produkte von Vektoren wurden in [25] �ahnliche weitereSchranken hergeleitet.Ist D regul�ar, so kann X in Satz 2.2 auch als eine Menge mit konstanterSpur gew�ahlt werden und es gilt v � dim(Hom(X; t)). In Abschnitt 2.4 werdenwir f�ur s = 1 zeigen, da� dies auch f�ur nichtregul�are Designs gilt, so da� hierSatz 2.2 nicht die bestm�ogliche Schranke liefert.Satz 2.3. Sei das Quantendesign D = fP1; : : : ;Pvg 2e-koh�arent bzgl. G �U(b), seien Xi, 1 � i � v, die durch die Pi erzeugten G-R�aume und sei X =Svi=1Xi. Dann gilt v � dim(Hom(X; e)): (2.2)Ist D ein 2e-Quantendesign bzgl. G (z.B. regul�ar), dann giltv � dim(Pol(X; e)): (2.3)Beweis. Sei h1; : : : ; hn eine Orthonormalbasis f�ur Hom(X; e) bez�uglich des in-neren Produkts hhljhmi = 1v vXi=1 ZXi hl(P)hm(P)dp;d.h. hhljhmi = �lm, 1 � l;m � n. (Durch das Gram-Schmidt'sche Orthogonali-sierungsverfahren kann immer eine solche Basis gefunden werden). Die Produktehlhm sind homogen vom Grad 2e. Da das Quantendesign 2e-koh�arent bzgl. Gist, folgt mit Gleichung (1.16)vXi=1 hl(Pi)hm(Pi) = �lm f�ur alle 1 � l;m � n:Also sind die Polynome paarweise orthogonal auf D und damit linear un-abh�angig. Es folgt, da� n = dim(Hom(X; e)) durch v = jDj beschr�ankt ist.Dieselben �Uberlegungen gelten mit Orthonormalbasen von Pol(X; e) f�ur t-Quantendesigns. 25



Quantendesigns, f�ur welche die Ungleichung (2.2) zur Gleichheit wird, nen-nen wir stra� (tight).Der Beweis folgt [29, Satz 14.5.1], doch wurde die Formulierung von t-Quantendesigns auf t-Koh�arenz (f�ur nichtregul�are Designs) verallgemeinert. F�urr = 1 entsprechen diese Schranken genau den unteren Schranken f�ur t-Designs�uber projektiven R�aumen (siehe [10]). Unter Ber�ucksichtigung der Phasen derVektoren wurden in [25] sch�arfere Schranken f�ur reelle, sph�arische t-Designsabgeleitet (siehe auch [6] und [7])IstD ein (2e+1)-Quantendesign, so ist es auch ein 2e-Quantendesign und esgilt wieder die Ungleichung (2.3). Diese Schranke ist aber im allgemeinen nichtdie bestm�ogliche. Zum Beispiel liefert sie f�ur (1-) koh�arente Quantendesignsv � 1. Wir werden aber zeigen, da� z.B. f�ur regul�are, koh�arente Designs v � b=rgilt.F�ur die nun folgenden speziellen Schranken brauchen wir vorerst ein Lemma.Lemma 2.4. Sei G � U(b) und seien Kt(X1) und Kt(X2) die zwei Koh�arenz-tensoren bzgl. der homogenen G-R�aume X1 undX2. Sei P1 eine beliebige Matrixaus X1. Dann gilttr (Kt(X1)Kt(X2)) = tr ��
tP1�Kt(X2)� :Beweis. Seien P1 2 X1 und P2 2 X2. Wir verwenden, da� die Spurfunktioninvariant unter �Ahnlichkeitstransformationen mit U 2 G � U(b) ist und ebensojeder Koh�arenztensor bzgl. eines G-Raumes.tr (Kt(X1)Kt(X2)) = tr�ZG
t(UP1U�1)du ZG
t(VP2V�1)dv�= ZG ZG tr �
t(UP1U�1VP2V�1)�dv du= tr�ZG
tP1U�1 �ZG
t(VP2V�1)dv�Udu�= tr ��
tP1�Kt(X2)� :Satz 2.5 (Verallgemeinerte Ungleichung von Sidelnikov). Seien Xi f�uralle 1 � i � v homogene G-R�aume bzgl. G � U(b) und sei D = fP1; : : : ;Pvgein Quantendesign mit Pi 2 Xi. Dann folgt f�ur alle t 2 NvXi=1 vXj=1 (tr (PiPj))t � vXi=1 vXj=1 tr (Kt(Xi)Kt(Xj)) :F�ur regul�are Quantendesigns mit Xi = X f�ur alle 1 � i � v folgt1v2 vXi=1 vXj=1 (tr (PiPj))t � tr�(Kt(X))2� : (2.4)D ist genau dann t-koh�arent bzgl. G, wenn hier jeweils Gleichheit vorliegt.26



Beweis. Da P = P� ist, folgt auch Kt(X) = Kt(X)�, also ist auch der TensorC = vXi=1 
tPi � vXi=1Kt(Xi)selbstadjungiert, womit unter Verwendung von Lemma 2.4 folgttr(CC) = vXi=1 vXj=1 (tr(PiPj))t � vXi=1 vXj=1 tr (Kt(Xi)Kt(Xj)) � 0;was zu zeigen war. Bei Gleichheit folgt C = 0, also die t-Koh�arenz bzgl. G.Wir untersuchen nun kurz die Grassmannr�aume und die Mengen der diago-nalen b� b Projektionsmatrizen mit Spur r, welche wir mit Jbr bezeichnen.Das Integral �uber die Grassmannr�aume X = G1(C b) bzw. X = G1(Rb)vom Rang 1 ist mit der Zuordnung (1.18) �aquivalent zum Integral �uber diekomplexe bzw. reelle Einheitssph�are 
 (siehe [43]) und es folgt mit Lemma 2.4und einer beliebigen (o.B.d.A. reellen) Projektion Pe auf einen vom Vektor eaus 
 aufgespannten eindimensionalen Teilraum, da� gilttr�(Kt(X))2� = Z
 jhejyij2t d!(y) = 8<: �( b2 )p��( b�12 ) R 10 zt� 12 (1� z) b�32 dz f�ur R,(b� 1) R 10 zt(1� z)b�2dz f�ur C ,mit der Gammafunktion �. Daraus folgt sofort das n�achste Lemma.Lemma 2.6.tr�(Kt(X))2� = 8>><>>: 1 � 3 � 5 � � �(2t� 1)b(b+ 2) � � �(b+ 2t� 2) f�ur X = G1(Rb),t!b(b+ 1) � � �(b+ t� 1) f�ur X = G1(C b). (2.5)F�ur X = Jb1 sieht man leicht, da� tr(Kt(X))2 = 1b f�ur alle t ist.Die mit der Formel f�ur den reellen Fall verkn�upfte Ungleichung (2.4) ent-spricht der bekannten Ungleichung von Sidelnikov f�ur sph�arische Designs (sie-he [30], [31], [63] und [71]).F�ur G-R�aume X bzgl. irreduzibler Gruppen G folgt soforttr�(K1(X))2� = tr��rbI�2� = r2b :F�ur sp�ater brauchen wir noch folgende explizite Formeln.27



Lemma 2.7.tr�(K2(X))2� = 8>>>>>>><>>>>>>>:r2((b+ 1)r2 + 2b� 4r)b(b� 1)(b+ 2) f�ur X = Gr(Rb),r2(br2 + b� 2r)b(b� 1)(b+ 1) f�ur X = Gr(C b),r2(r2 + b� 2r)b(b� 1) f�ur X = Jbr. (2.6)Beweis. Seien Pj , 1 � j � b, die diagonalen b� b Matrizen mit 1 in der j-tenDiagonalstelle und sonst �uberall 0 und sei P = Prj=1Pj . Es gilt P 2 X f�urX = Gr(Rb); Gr(C b), und Jbr undtr�(K2(X))2� = rXi=1 rXj=1 rXl=1 rXm=1 trZG PiUPlU�1 
PjUPmU�1du: (2.7)Wir ben�utzen die unit�are Invarianz der Spur und, da� es f�ur beliebige 1 � i 6=j � r und 1 � l 6= m � r eine Permutationsmatrix S 2 S(b) � O(b) � U(b)gibt, die das Paar Pl;Pm durch eine unit�are �Ahnlichkeitstransformation in dasPaar Pi;Pj transformiert und erhaltentr�(K2(X))2� = r2x+ 2r2(r � 1)y + r2(r� 1)2z;wobei x der Wert jener Terme der Summe (2.7) mit 1 � i = j � r; 1 � l = m � rist, y jener Terme mit 1 � i 6= j � r; 1 � l = m � r oder 1 � i = j � r; 1 � l 6=m � r und z jener Terme mit 1 � i 6= j � r; 1 � l 6= m � r. Weiters istbx+ b(b� 1)y = tr RG �Pbi=1PiUPlU�1�
 �Pbj=1PjUPlU�1du� = 1,by + b(b� 1)z = tr RG �Pbi=1PiUPlU�1�
 �Pbj=1PjUPmU�1� du = 1.Nun ist x = tr(K2(X 0))2, wobei X 0 der homogene G-Raum ist, der durcheine der Projektionen Pi mit Spur 1 erzeugt wird. Wir erhalten also den Pa-rameter x aus den Gleichungen (2.5) f�ur t = 2 bzw. x = 1b f�ur Jbr und damitk�onnen die Gleichungen (2.6) rekursiv gel�ost werden.Analoge Formeln lassen sich auch f�ur t � 2 ableiten, doch werden sie schnellsehr kompliziert.In den n�achsten Abschnitten werden wir insbesondere a�ne Quantendesignsund solche mit Grad 1 untersuchen und dabei Anwendungen der hier abgelei-teten Ungleichungen kennenlernen.
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2.2 Koh�arente Dualit�atWir beschreiben nun allgemein Quantendesigns, �ahnlich wie die sph�arischenDesigns, durch Vektormengen. Obwohl diese Vektormengen nicht eindeutig be-stimmt sind, geben sie Anla� zur De�nition einer eindeutigen Operation aufden koh�arenten Quantendesigns.Sei fe1; : : : ; erg ein Orthonormalsystem des C b , dann ist die orthogonaleProjektion P auf den davon aufgespannten r-dimensionalen Teilraum von C bPx = Pri=1hxjeii ei f�ur alle x 2 C b . Sei E die b � r Matrix, die durch die rVektoren ej = (e1j; : : : ; ebj)t als Spalten erzeugt wird, d.h. (E)ij = eij f�ur alle1 � j � r und 1 � i � b. Dann giltP = EE�; (2.8a)Ir = E�E: (2.8b)Jede orthogonale Projektion l�a�t sich in diese Form bringen. Die b�r Matrix Eist aber durch P nicht eindeutig festgelegt. Man kann eine andere Orthonormal-basis des r-dimensionalen Teilraumes, auf den P projiziert, w�ahlen. F�ur eineb� r Matrix E0 gelten genau dann auch die Gleichungen (2.8), d.h. P = E0E0�und Ir = E0�E0, wenn mit einer unit�aren r � r Matrix V gilt E0 = EV.De�nition 2.8. Sei r1 + � � �+ rv = s und seien Ei, 1 � i � v, komplexe b� riMatrizen. Die b� s Matrix E = �E1 � � � Ev�soll Quantendesign-Matrix (kurz QD-Matrix) mit Partition (r1; : : : ; rv) hei�en,falls gilt E�iEi = Iri f�ur alle 1 � i � v:Sei Pi = EiE�i f�ur alle 1 � i � v. Dann soll D = fP1; : : : ;Pvg das der QD-Matrix zugeordnete Quantendesign hei�en.Zwei QD-Matrizen E = (E1 : : :Ev) und E0 = (E01 : : :E0v) sollen �aquivalentoder isomorph hei�en, falls es unit�are ri � ri Matrizen Vi, 1 � i � v, einePermutation � von f1; : : : ; vg und eine Matrix U 2 U(b) gibt, so da� giltE0i = UE�(i)Vi f�ur alle 1 � i � v: (2.9)Die De�nition der �Aquivalenz wurde so gew�ahlt, da� sie mit jener f�ur Quan-tendesigns �ubereinstimmt, d.h. die Zuordnung ist f�ur �Aquivalenzklassen eindeu-tig umkehrbar.Lemma 2.9. Seien das Quantendesign D = fP1; : : : ;Pvg und die QD-MatrixE = (E1 : : :Ev) einander zugeordnet, dann gilt:(i) D ist genau dann koh�arent, wenn die Zeilen von E alle gleiche Normhaben und paarweise orthogonal sind, d.h. wenn giltEE� = kIb: (2.10)29



(ii) Mit der Hilbert-Schmidt-Norm (kAk = (tr(A�A))1=2) gilt f�ur alle 1 �i; j � v tr(PiPj) = kE�iEjk2: (2.11)Insbesondere hat D genau dann Grad 1, wenn f�ur alle 1 � i 6= j � v giltkE�iEjk2 = �.Beweis. (i) Pvi=1Pi =Pvi=1EiE�i = EE�.(ii) tr(PiPj) = tr(EiE�iEjE�j ) = tr(E�jEiE�iEj) = tr ((E�iEj)� (E�iEj)) =kE�iEjk2 f�ur alle 1 � i; j � v.Da also die einem koh�arenten Quantendesign zugeordneten QD-Matrizenpaarweise orthogonale Zeilen besitzen, folgt, da� b � s sein mu� und mit s = kb(Gleichung (1.6a)) folgt f�ur beliebige koh�arente Designsk � 1:F�ur regul�are, koh�arente Quantendesigns folgt v � b=r. Es gilt k = 1 genau dann,wenn die QD-Matrix quadratisch und unit�ar ist. Diesen trivialen Spezialfallklammern wir nun aus.De�nition 2.10. Sei das koh�arente Quantendesign D mit k > 1 der b � sQD-Matrix E (mit s > b) zugeordnet. Eine (s � b) � s QD-Matrix E? mitderselben Partition (von s) hei�t koh�arent dual zu E, falls ihre Zeilen paarweiseorthogonal zueinander und zu jenen von E sind. Entsprechend hei�t dann dasE? zugeordnete Quantendesign D? koh�arent dual zu D.Koh�arente Dualit�at hat nichts mit dem Dualit�atsbegri� der klassischen De-signtheorie zu tun (transponieren der Inzidenzmatrix). Nur ein trivialer Spe-zialfall ist auf klassische Designs anwendbar (siehe unten). Daf�ur gibt es eineVerwandtschaft mit dem Dualit�atsbegri� der Kodierungstheorie.Satz 2.11. Zu jedem koh�arenten Quantendesign D mit k > 1 gibt es ein koh�a-rent duales Quantendesign D?, welches bis auf unit�are �Aquivalenzen eindeutigist. D?? ist unit�ar �aquivalent zu D. Es gilt:v? = v; b? = b(k � 1);k? = kk � 1 ; r?i = ri f�ur alle 1 � i � v;tr(P?i P?j ) = 1(k � 1)2 tr(PiPj) f�ur alle 1 � i 6= j � v:Insbesondere ist D? genau dann regul�ar, wenn es D ist und hat denselben Grads wie D.Beweis. Sei E = (E1 : : :Ev) die D zugeordnete QD-Matrix.30



Wir zeigen zuerst konstruktiv die Existenz einer koh�arent dualen QD-Ma-trix: Sei eE = 1pkE = (eE1 : : : eEv). Aus der Koh�arenz von D folgt mit Glei-chung (2.10) eEeE� = Ib. Also bilden die Zeilen von eE ein Orthonormalsystemim C s . Dieses l�a�t sich immer durch (s� b) weitere Zeilenvektoren zu einer Or-thonormalbasis vervollst�andigen, z.B. mit dem Gram-Schmidt'schen Orthogo-nalisierungsverfahren. Sei nun eE? = (eE?1 : : : eE?v ) eine (s�b)�s Matrix, welcheaus diesen weiteren Zeilen gebildet und genauso wie eE partitioniert wurde. SeiG =  eE1 : : : eEveE?1 : : : eE?v ! :G ist eine unit�are s� s Matrix. Aus GG� = Is folgt G�G = Is, d.h.eE�i eEj + eE?�i eE?j = (Iri f�ur alle 1 � i = j � v;0 f�ur alle 1 � i 6= j � v: (2.12)Sei nun E? = q kk�1 eE? = (E?1 : : :E?v ). Dann folgt mit eE�i eEi = 1kE�iEi = 1k Irisofort E?�i E?i = Iri f�ur alle 1 � i � v:Das hei�t E? ist eine QD-Matrix und nach Konstruktion koh�arent dual zu E.Zur Eindeutigkeit: Entsprechend der Konstruktion sind genau alle U?E?mit einer beliebigen unit�aren (s � b) � (s � b) Matrix U? koh�arent dual zuE und damit auch zu allen UE mit einer beliebigen unit�aren b� b Matrix U.Das sind aber �Aquivalenzoperationen und die weiteren �Aquivalenzoperationenentsprechen einander exakt: Sei E0i = E�(i)Vi mit einer Permutation � undunit�aren ri � ri Matrizen f�ur alle 1 � i � v, dann bilden (E?i )0 = E?�(i)Vi einekoh�arent duale QD-Matrix und umgekehrt.Zu den Parametern: v? = v und r?i = ri f�ur alle 1 � i � v sind trivial.b? = s � b = kb � b = b(k � 1). F�ur eE? gilt nach De�nition eE?eE?� = Is�b.Daraus folgt E?E?� = kk�1Is�b und damit k? = kk�1 . Zuletzt folgt aus denGleichungen (2.12) und (2.11) f�ur alle 1 � i 6= j � vE�iEj = �(k � 1)E?�i E?j ;kE�iEjk2 = (k � 1)2kE?�i E?j k2;tr(PiPj) = (k � 1)2 tr(P?i P?j ):Ist das Quantendesign reell, so kann auch das koh�arent duale Design �uberden reellen Zahlen realisiert werden und ist bis auf orthogonale �Aquivalenzeneindeutig.Ist ein Quantendesign t-koh�arent f�ur t � 2 bzgl. einer Gruppe G, so istdas koh�arent duale Quantendesign nicht notwendig auch t-koh�arent bzgl. G.Betrachten wir z.B. das durch ein regelm�a�iges F�unfeck im R2 gebildete sph�ari-sche 4-Design (siehe [25]), welchem ein 2-Quantendesign bzgl. O(b) zugeordnet31



werden kann. Man kann leicht nachpr�ufen, da� das koh�arent duale Design nicht2-koh�arent bzgl. O(b) ist. (Die Parameter v = 5 und b = 3 verletzen auch dieUngleichung v � b(b+ 3)=2 f�ur sph�arische 4-Designs, siehe [25] bzw. [36]).Hadwiger [33] zeigte, da� Koordinatensterne genau die orthogonalen Pro-jektionen einer Orthonormalbasis eines Rs (s � b) auf einen b-dimensionalenTeilraum sind (Pohlke'sche Normalsterne). Aus unserem Beweis folgt allgemei-ner, da� koh�arente Quantendesigns (bis auf einen Normierungsfaktor) genaudie orthogonalen Projektionen einer orthogonalen Zerlegung des C s (oder Rs)auf einen b-dimensionalen Teilraum sind.Proposition 2.12. Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein koh�arentes Quantendesign imC b mit k 6= 1 und tr (Pi) = ri f�ur alle 1 � i � v. Dann giltv � 1r (b+ max(r1; : : : ; rv)):Das hei�t f�ur regul�are Quantendesigns, da� v � 1 + br gilt.Beweis. Es existiert ein koh�arent duales Quantendesign D? und dessen Pa-rameter erf�ullen die triviale Ungleichung b? � max(r?1 ; : : : ; r?v ). Somit giltb(k� 1) � max(r1; : : : ; rv) und mit k = vrb folgen die Ungleichungen.Daraus folgt zum Beispiel, da� kein koh�arentes Quantendesign mit v = 3,b = 5, r = 2 existiert (obwohl k = vrb = 65 > 1 ist). Wir werden gleich zeigen,da� es (sehr viele) Quantendesigns gibt, f�ur die hier Gleichheit vorliegt.Lemma 2.13. Jedes regul�are, koh�arente Quantendesign mit Grad 1, r = 1 und� 6= 0 ist irreduzibel.Beweis. Angenommen Pi = P1i � P2i f�ur alle 1 � i � v. Aus 1 = tr (Pi) =tr (P1i) + tr (P2i) folgt, da� entweder P1i = 0 und P2i 6= 0 ist oder P1i 6= 0und P2i = 0 ist f�ur alle 1 � i � v. Aus der Koh�arenz folgt, da� es zumindestein P1i 6= 0 (d.h. P2i = 0) und ein P2j 6= 0 (d.h. P1j = 0) existiert. Es folgttr (PiPj) = tr (P1iP1j) + tr (P2iP2j) = 0 im Widerspruch zu � 6= 0.Beispiele 2.14. Zu den Parametern b? = r? 2 N und v? � 2 existieren jeweilseindeutige und triviale Quantendesigns D? = �P?1 = Ir?; : : : ;P?v = Ir?	. DieD? haben jeweils Grad 1 mit �? = r?.Also existieren jeweils bis auf (unit�are) �Aquivalenzen eindeutige koh�arentduale Quantendesign D = D?? mit den Parametern r = r? 2 N und v = v? �2 sowie b = r(v � 1); k = vv � 1 und � = r(v � 1)2 :D erf�ullt die Ungleichung v � 1 + b=r von Proposition 2.12 exakt. F�ur r = 1ist D aufgrund von Lemma 2.13 irreduzibel. Die r-fache Summe identischerKopien davon liefert genau die eindeutigen L�osungen zu den Parametern r � 2.Die L�osungen f�ur r = 1 �nden sich bereits in [25, Example 5.15] und k�onnenals Vektoren zu den Ecken eines regul�aren Simplex sogar imRb realisiert werden.Dann ist ihre Summe gleich 0 und sie bilden sogar (stra�e) sph�arische 2-Designs.32



Bildet man von den eben konstruierten L�osungen das komplement�are De-sign, davon das koh�arent duale, dann wieder das komplement�are, usw., so erh�altman im allgemeinen unendlich viele weitere regul�are und koh�arente Quanten-designs mit Grad 1. Es folgt, da� alle diese Quantendesigns ebenso eindeutigeL�osungen ihrer Parameter sind wie die Ausgangsl�osungen.Die Anwendung der koh�arenten Dualit�at auf klassische (kommutative) De-signs liefert nur f�ur den trivialen Spezialfall k = 2 ebensolche L�osungen. F�urk > 2 folgt 1 < k? < 2 und das koh�arent duale Quantendesign kann nicht mehrklassisch (kommutativ) sein.Ist das Quantendesign D regul�ar mit Grad s, dann ist auch das koh�arentduale Quantendesign D? regul�ar mit Grad s. Folglich k�onnen unter bestimm-ten Voraussetzungen koh�arent duale Versionen der absoluten Schranken vonSatz 2.2 gebildet werden. Wir werden im n�achsten Abschnitt daf�ur ein Beispielgeben.

33



2.3 A�ne QuantendesignsProposition 2.15. SeiD ein a�nes Quantendesign und seien fPi1; : : : ;Pigig,1 � i � k, die Orthogonalklassen. Dann gilt f�ur zwei beliebige ProjektionenPil und Pjm, 1 � i 6= j � k, 1 � l � gi, 1 � m � gj, aus verschiedenOrthogonalklassen � = tr (PilPjm) = 1b tr (Pil) tr (Pjm) : (2.13)Hat das Quantendesign k = 2 Orthogonalklassen, dann sind die Dimensionender Projektionen innerhalb jeder Orthogonalklasse konstant. Hat das Quanten-design mehr als zwei Orthogonalklassen, dann mu� es sogar regul�ar sein.Beweis. Da die Orthogonalklassen vollst�andig sind, gilt Pgil=1Pil = I f�ur alle1 � i � k. Mit einem beliebigen Pjm aus der j-ten Orthogonalklasse, j 6= i,multipliziert und die Spur angewendet folgt �gi = tr(Pjm) f�ur alle 1 � m � gj .Daraus folgt, da� tr(Pjm) = rj konstant auf jeder Orthogonalklasse ist und mitgi = b=ri folgt � = rirj=b, das hei�t Gleichung (2.13).Seien nun 1 � i 6= j � k beliebig und k � 3. Dann existiert ein s 6= i; j mit1 � s � k und mit obiger Gleichung folgt �gi = rs = �gj , d.h. gi = gj . Darausfolgt, da� ri = b=gi f�ur alle Orthogonalklasse gleich ist.F�ur a�ne Designs mit k � 3 Orthogonalklassen der Ordnung g gibt es nur3 unabh�angige Parameter, z.B. v; b und r. Die anderen Parameter sind damitg = br; k = vg und � = r2b :F�ur den Spezialfall kommutativer Projektionen entspricht Proposition 2.15 derAussage von [13, Proposition I.7.3] f�ur transversale Designs bzw. analogen Zu-sammenh�angen f�ur die dazu dualen orthogonalen Anordnungen (oder a�ne1-Designs, oder Netze, siehe [20, II.2]). Dort sind aber nur Parameter aus dennat�urlichen Zahlen zul�assig. Hier ist auch � 2 Q zul�assig.Korollar 2.16. Sei D ein a�nes Quantendesign, dann sind die Orthogonal-klassen paarweise unabh�angig. Ein au
�osbares Quantendesign D mit paarweiseunabh�angigen Orthogonalklassen ist umgekehrt genau dann ein a�nes Quan-tendesign, wenn es entweder regul�ar ist oder k = 2 ist und die Dimensionen derProjektionen innerhalb jeder Orthogonalklasse konstant sind.Betrachten wir kurz den Fall sph�arischer Designs, d.h. r = 1. Dann folgtg = b und � = 1b . Den Projektionsmatrizen einer Orthogonalklasse eines a�nenDesigns mit r = 1 ist jeweils eine Orthonormalbasis zugeordnet und weitersfolgt, da� f�ur zwei beliebige Vektoren e; f aus verschiedenen Orthonormalbasenstets jhejfij2 = 1=b gilt. Salopp kann man sagen, da� je zwei Orthonormalbasenmaximal gegeneinander verdreht sind.34



Wir diskutieren nun kurz die zugeordneten QD-Matrizen.Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein au
�osbares Quantendesign und E = (E1 � � �Ev)eine zugeordnete QD-Matrix (d.h. Pi = EiE�i und E�iEi = Iri f�ur alle 1 � i �v). Seien bEi = (Ei1 : : :Eigi) f�ur alle 1 � i � k jene Submatrizen von E, die deri-ten Orthogonalklasse fPi1; : : : ;Pigig von D zugeordneten sind. Es giltcEicE�i = giXl=1 EilE�il = giXl=1 Pil = I:Also ist bEi f�ur alle 1 � i � k eine quadratische und unit�are Matrix. Aufgrundder �Aquivalenzrelationen (2.9) kann immer bE1 = I erreicht werden. Es folgt,da� auch bE�1i bEj = 0BBB@E�i1Ej1 E�i1Ej2 : : : E�i1EjgjE�i2Ej1 E�i2Ej2 : : : E�i2Ejgj... ... . . . ...E�igiEj1 E�igiEj2 : : : E�igiEjgj1CCCAf�ur alle 1 � i 6= j � k quadratisch und unit�ar ist. Sei tr(Pil) = ril f�ur alle1 � i � k, 1 � l � gi. Mit Lemma 2.9 folgt, da� D genau dann paarweiseunabh�angige Orthogonalklassen hat, wenn f�ur die ril�rjm Submatrizen E�ilEjmgilt kE�ilEjmk2 = rilrjmb : (2.14)Wenn D regul�ar ist, dann sind diese Submatrizen quadratisch und die Hilbert-Schmidt-Norm ist darauf konstant. Der Fall r = 1 entspricht bekannten Klassenvon Matrizen.� Ist r = 1 und das Quantendesign reell, dann sind die Matrizen pbbE�1i bEjHadamard-Matrizen (siehe [2] und [75]). Solche Matrizen k�onnen nur f�urb = 2 oder b = 4t, t 2 N, existieren. Ihre Existenz wird f�ur alle solcheb vermutet. Folglich kann es auch nur f�ur diese Dimensionen zwei (odermehr) paarweise unabh�angige Orthogonalbasen geben.� Im allgemeinen Fall f�ur r = 1 hat pbbE�1i bEj Eintr�age mit Absolutbetrag1 und ist proportional zu einer unit�aren Matrix. Solche verallgemeiner-te Hadamard-Matrizen �uber den komplexen Zahlen wurden in [18] un-tersucht, speziell mit n-ten Einheitswurzeln als Eintr�agen. Beispiele f�uralle b 2 N erh�alt man mittels der Fourier-Matrizen F (siehe [5]) durchpbF. Folglich existieren im Komplexen auch f�ur jede Dimension zwei un-abh�angige Orthonormalbasen.Im Anschlu� daran sollen unit�are Blockmatrizen, deren ril � rjm Submatrizeneine Hilbert-Schmidt-Norm wie in Gleichung (2.14) haben, als verallgemeinerteBlock-Hadamard-Matrizen bezeichnet werden.35



Beispiel 2.17. Seien x; y; z 2 [0; 2�),E1(x) = 120BB@1 1 1 11 �1 eix �eix1 1 �1 �11 �1 �eix eix 1CCA ; E2(yz) = 12 0BB@ 1 1 1 1eiy �eiy eiz �eiz1 1 �1 �1�eiy eiy eiz �eiz1CCA :Mit w = y � x giltE1(x)�1E2(yz) = 12 0BB@ 1 1 eiz �eiz1 1 �eiz eizeiw �eiw 1 1�eiw eiw 1 1 1CCA :Das hei�t die Standardbasis und die Spalten von E1(x) und E2(yz) bilden f�uralle x; y; z 2 [0; 2�) ein regul�ares, a�nes Quantendesign mit r = 1 und k = 3Orthogonalklassen. Das sind bis auf �Aquivalenzen alle solchen Designs im C 4 .Satz 2.18. Sei D ein au
�osbares Quantendesign mit paarweise unabh�angigenOrthogonalklassen und sei gi, 1 � i � k, die Anzahl der Projektionsmatrizen inder i-ten Orthogonalklasse. Dann giltkXi=1 gi � k � b2 � 1 f�ur komplexe Quantendesigns,kXi=1 gi � k � �b+ 12 �� 1 f�ur reelle Quantendesigns,kXi=1 gi � k � b� 1 f�ur kommutative Quantendesigns:Beweis. Sei fPi1; : : : ;Pigig f�ur jedes 1 � i � k die i-te Orthogonalklasse.Die Matrizen jeder Orthogonalklasse sind paarweise orthogonal und damit un-abh�angig. Sie spannen einen gi-dimensionalen Teilraum des Vektorraumes allerb�bMatrizen auf. Sei weitersQij = Pij� 1b (tr (Pij)) I. Dann giltPgij=1Qij = 0,d.h. diese Matrizen sind linear abh�angig. Sie spannen jeweils also einen (gi�1)-dimensionalen Teilraum auf (orthogonal zu I). F�ur zwei Matrizen Qij , Qlm,i 6= l, aus verschiedenen Orthogonalklassen folgt aber sofort tr (QijQlm) = 0.Das hei�t die (gi � 1)-dimensionalen Teilr�aume sind orthogonal. Insgesamtspannen die Projektionsmatrizen des Designs also einen Teilraum der Dimen-sion 1 +Pki=1(gi � 1) auf. Komplexe Projektionsmatrizen spannen maximalden gesamten b2-dimensionalen Vektorraum der b� b Matrizen auf, die reellenProjektionsmatrizen maximal den 12b(b+ 1)-dimensionalen Raum aller reellen,symmetrischen Matrizen, die diagonalen Projektionsmatrizen maximal einenb-dimensionalen Teilraum. Daraus folgen die drei Ungleichung.36



Satz 2.19. Sei D ein regul�ares, a�nes Quantendesign mit k Orthogonalklas-sen. Dann gilt speziellk � r(b2 � 1)b� r f�ur komplexe Quantendesigns,k � r(b2 + b� 2)2(b� r) f�ur reelle Quantendesigns,k � r(b� 1)b� r f�ur kommutative Quantendesigns:D ist genau dann ein 2-Quantendesign bzgl. U(b), O(b) bzw. S(b), wenn hierbeijeweils Gleichheit vorliegt.Beweis. Mit g = b=r folgen diese Ungleichungen sofort aus Satz 2.18. Sie ent-sprechen aber auch genau den speziellen Schranken von Satz 2.5 f�ur t = 2und X = Gr(C b); Gr(Rb) bzw. Jbr. Wir kennen die Vielfachheit der Werte aus� = f0; � = r2b g und ben�utzen g = b=r und v = kb=r, so da� folgt1v2 vXi=1 vXj=1 (tr (PiPj))2 = 1v (r2 + g(k� 1)�2) = r3kb2 (b+ rk � r):Setzen wir in die Ungleichung (2.4) jeweils die Werte von tr (K2(X))2 aus denGleichungen (2.6) ein, dann erhalten wir die drei obigen Ungleichungen. Ge-nau bei Gleichheit folgt aus Satz 2.5 die jeweilige 2-Koh�arenz bzgl. der zu denG-R�aumen geh�origen Gruppen. Die (1-)Koh�arenz a�ner Quantendesigns isttrivial.Man kann die spezielle Ungleichung aus Satz 2.5 auch allgemein auf nicht-regul�are, au
�osbare Quantendesigns mit paarweise unabh�angigen Orthogonal-klassen anwenden, doch erh�alt man in diesem Fall sehr komplizierte Formeln(nicht jene von Satz 2.18).Quantendesigns, f�ur welche die entsprechende Ungleichung von Satz 2.18,bzw. Satz 2.19 zur Gleichung wird, sollen maximal hei�en. Beispiel 2.17 mitx = y = z = 0 ergibt ein maximales reelles, a�nes Quantendesign, also ein2-Quantendesign bzgl. O(b).F�ur regul�are, kommutative Designs folgt mit b = g2� als �aquivalente Un-gleichung k � g2�� 1g � 1 :Diese Ungleichung ist f�ur klassische, a�ne Designs (speziell paarweise orthogo-nale Lateinische Quadrate mit � = 1) bzw. transversale Designs als Ungleichungvon Placket und Burman (siehe z.B. [13, Theorem II.2.12]) bzw. Bose-Bush-Schranke (siehe [27, Theorem II.4.5]) bekannt. Ein weiteres bekanntes klassi-sches Resultat besagt, da� genau dann Gleichheit gilt, wenn das a�ne Designein 2-Design ist (siehe [13, Theorem II.8.8]).37



Unter dem Namen Frequency Squares wurde in der klassischen Designtheorieeine Verallgemeinerung von orthogonalen Lateinischen Quadraten untersucht,denen nach der Zuordnung von Satz 1.10 kommutative, au
�osbare Quantende-signs mit paarweise unabh�angigen Orthogonalklassen entsprechen, welche nichtnotwendig regul�ar sind (siehe [37], [28] und [27]). Satz 2.18 f�ur den kommuta-tiven Fall verallgemeinert auch die Ungleichungen (z.B. [27, Theorem 1.5]) f�urFrequency Squares.Wir bemerken, da� beim Beweis von Satz 2.19 mittels der speziellen Unglei-chung die Au
�osbarkeit gar nicht ben�utzt wurde, sondern nur die Vielfachheitder Werte aus � = f0; r2b g. Die Ungleichungen f�ur r = 1 k�onnen mit Hilfe derGegenbauer-Polynome sogar ohne Kenntnis dieser Vielfachheiten, d.h. f�ur be-liebige Designs mit Grad 2 und � = f0; 1b g abgeleitet werden (siehe [43, table2] bzw. [24, table I]) aber alle daf�ur bekannten L�osungen sind au
�osbar (sieheAbschnitt 3.2).Wir zeigen nun noch drei Konstruktionen wie aus Quantendesigns mit paar-weise unabh�angigen Orthogonalklassen andere solche Designs konstruiert wer-den k�onnen.Proposition 2.20. Seien D und D0 zwei au
�osbare Quantendesigns mit je-weils k paarweise unabh�angigen Orthogonalklassen Ki = fPi1; : : : ;Pigig, 1 �i � k, bzw. Li = fQi1; : : : ;Qihig, 1 � i � k. Dann werden durch Ki 
 Li =fPij 
Qil : 1 � j � gi; 1 � l � hig f�ur alle 1 � i � k Orthogonalklassen de�-niert, welche paarweise unabh�angig sind.Beweis. Ki
Li sind trivialerweise Orthogonalklassen. Die Unabh�angigkeit folgteinfach aus tr (A
B) = tr (A) tr (B).Diese Konstruktion verallgemeinert den bekannten Satz von Mac Neish (sie-he z.B. [13, Theorem I.7.7]) f�ur transversale Designs ins Nichtkommutative (sie-he auch [26] f�ur wichtige Anwendungen z.B. bei orthogonalen Lateinischen Qua-draten).Seien fP1; : : : ;Pgg und fQ1; : : : ;Qhg zwei unabh�angige Orthogonalklas-sen. Seien I � f1; : : : ; gg und J � f1; : : : ; hg zwei beliebige Teilmengen derjeweiligen Indizesmengen. Dann sieht man sofort, da� auch die ProjektionenP = Pi2I Pi und Q = Pj2J Qj unabh�angig sind. Dies gilt �ubrigens im all-gemeinen nicht f�ur die Unabh�angigkeit bzgl. D 6= 1b I. Somit lassen sich ausjedem au
�osbaren Quantendesign mit unabh�angigen Orthogonalklassen durchSummenbildung von Projektionen innerhalb der Orthogonalklassen leicht wei-tere solche Quantendesigns bilden (aus regul�aren auch nichtregul�are). Es gibtaber noch eine weitere Anwendung unter Verwendung klassischer Designs. Kom-mutativen, au
�osbaren Quantendesigns mit paarweise unabh�angigen Orthogo-nalklassen sind au
�osbare Inzidenzstrukturen zugeordnet, so da� f�ur beliebigeBl�ocke B und C aus verschiedenen Parallelklassen jB \ Cj = 1g jBjjCj gilt. Derregul�are Spezialfall entspricht klassischen a�nen 1-Designs.38



Proposition 2.21. Sei D ein regul�ares und au
�osbares Quantendesign mit kpaarweise unabh�angigen Orthogonalklasse fPi1; : : : ;Pigg, 1 � i � k. Sei D0 einklassisches Design (eine Inzidenzstruktur) mit g Punkten (o.B.d.A. f1; : : : ; gg)und s Parallelklassen von Bl�ocken, dem ein kommutatives (und somit au
�osba-res) Quantendesign mit paarweise unabh�angigen Orthogonalklassen zugeordnetist. Seien nun jedem Block B von D0 die Projektionen PiB = Pj2BPij, 1 �i � k, zugeordnet. Dann werden dadurch ks Orthogonalklassen de�niert, welchepaarweise unabh�angig sind.Beweis. Die den Bl�ocken einer Parallelklasse vonD0 zugeordneten PiB bilden f�uralle 1 � i � k jeweils eine Orthogonalklasse. F�ur PiB und PjC mit 1 � i 6= j � kund f�ur beliebige Bl�ocke C und D, d.h beliebigen Summen aus verschieden Or-thogonalklassen von D, gilt die Unabh�angigkeit nach obiger Bemerkung. Sei-en B und C aus verschiedenen Parallelklassen. Da tr(PiBPiC) = rjB \ Cj =rg jBjjCj = 1rg tr(PiB) tr(PiC) gilt, sind die s Orthogonalklassen zu einem festeni, 1 � i � k, ebenfalls paarweise unabh�angig.Wir werden die Propositionen 2.20 und 2.21 in Kapitel 3 anwenden.Die Unterteilung in Orthogonalklassen bleibt f�ur das koh�arent duale Designgleich. Das koh�arent duale Design hat aber (au�er f�ur k = 2) keine vollst�andi-gen Orthogonalklassen mehr. Hat das Quantendesign paarweise unabh�angigeOrthogonalklassen (speziell wenn es ein a�nes Quantendesign ist), dann giltdiese Eigenschaft im allgemeinen nicht f�ur das koh�arente duale Quantendesign.Bettet man dieses aber in einen b(k � 1)2 = b?(k � 1)-dimensionalen Raumein, so gilt diese Eigenschaft wieder und die Orthogonalklassen k�onnen nachfolgendem Lemma sogar vervollst�andigt werden.Lemma 2.22. Jedes Quantendesign mit paarweise unabh�angigen (aber nichtvollst�andigen) Orthogonalklassen kann mit zus�atzlichen Projektionsmatrizen zueinem ebensolchen Design mit vollst�andigen Orthogonalklassen erweitert werden(d.h. aufgel�ost werden).Beweis. Sei fPi1; : : : ;Pigig f�ur ein 1 � i � k die i-te Orthogonalklasse. Ange-nommen es gilt noch nicht Pgir=1Pir = I. Dann wird die i-te Orthogonalklassedurch Qi = I �Pgir=1Pir vervollst�andigt und Qi ist { wie man leicht sieht{ auch paarweise unabh�angig zu allen anderen Gruppen. Analog k�onnen alleanderen Orthogonalklassen erweitert werden.Die folgende Proposition verallgemeinert die bekannte Konstruktion projek-tiver Ebenen aus a�nen Ebenen (siehe [66]).Lemma 2.23. Angenommen es existiert ein a�nes Quantendesign D mit kOrthogonalklassen der Ordnung g und sei s 2 N mit s� = t 2 N.Seien Im die m � m Einheitsmatrizen. Seien f�ur 1 � j � k mit demKronecker-Symbol �ij k � k Projektionsmatrizen Qj = diag(�1j ; : : : ; �kj) de�-niert und, falls Pi in der j-ten Orthogonalklasse ist, P0i = (Pi
 Is)� (Qj
 It).39



Dann bilden die Projektionsmatrizen P0i ein Quantendesign D0 mit Grad 1und Parametern v0 = v, b0 = bs + kt und �0 = t. D0 ist genau dann regul�ar,wenn es D ist mit r0 = rs + t, und genau dann koh�arent, falls es D ist undk = g gilt.Sei D00 das um die Projektion 0bs�Ikt erweiterte Design. D00 hat auch Grad1 mit v00 = v+1, b00 = bs+kt und �00 = t. D00 ist genau dann regul�ar, falls es Dist und k = 1+ 1� gilt, sowie genau dann koh�arent, falls es D ist und k = g+ 1gilt.Beweis. Der Beweis folgt sofort unter Verwendung von tr (A�B) = tr (A) +tr (B) und tr (A
B) = tr (A) tr (B).
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2.4 Quantendesigns mit Grad 1Die folgenden Ergebnisse sind weitgehend Verallgemeinerungen von Resulta-ten �uber klassische Designs, gleichwinkelige Liniensysteme und equiisokline Un-terr�aume und Anwendungen der Methoden von Abschnitt 2.1 und 2.2.Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesign mit � = f�k : 1 � k � sg. WirnennenD regul�ar schematisch, wenn die Anzahl nj(�k) der verschiedenen i; 1 �i � v, f�ur die tr(PiPj) = �k ist, unabh�angig von j ist (d.h. nj(�k) = nk).Siehe [46] f�ur den Spezialfall dieser De�nition f�ur sph�arische Designs.Lemma 2.24. Sei D ein koh�arentes Quantendesign mit Grad s, welches re-gul�ar schematisch ist. Dann ist entweder k = 1, das Design hat Grad 1 und� = 0, oder das Design mu� auch regul�ar sein mit r = 1k�1Pmk=1 nk�k.Beweis. Multiplizieren wir die Gleichung P1 + � � �+ Pv = kI mit einem festenPj , 1 � j � v, und wenden die Spurfunktion darauf an, dann folgtsXk=1nk�k = tr(Pj)(k� 1) f�ur alle 1 � j � v:Entweder k = 1 und damit ist die linke Seite gleich 0, oder man kann durch(k � 1) dividieren.Der Spezialfall k = 1, und � = 0 entspricht paarweise orthogonalen Projektio-nen (bzw. Unterr�aumen) und ist trivial.Proposition 2.25. Jedes koh�arente Quantendesign mit Grad 1 und � 6= 0 istauch regul�ar. F�ur seine Parameter giltvr = bk; (2.15a)r(k � 1) = �(v � 1): (2.15b)Beweis. Ein Quantendesign mit Grad 1 ist trivialerweise regul�ar schematischmit n1 = v � 1 und mit Lemma 2.24 folgt die zweite Gleichung. Die ersteGleichung haben wir bereits im ersten Abschnitt (Gleichung (1.6b)) gezeigt.Das hei�t f�ur koh�arente Quantendesigns mit Grad 1 (und � 6= 0) gibt es nur3 unabh�angige Parameter. Au�erdem folgt, da� � 2 Q sein mu�. Das sind exaktdieselben Gleichungen wie sie auch f�ur BIBD gelten (welche nach der dualenZuordnung von Satz 1.10 dem kommutativen Fall entsprechen). Dort sind abernur Parameter aus den nat�urlichen Zahlen zul�assig. Hier sind auch k; � 2 Qzul�assig. Die Gleichung (2.15b) folgt auch aus folgendem Satz.Satz 2.26 (Spezielle Schranke). Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesignmit Grad 1. Dann gilt� � 1v(v � 1) 0@1b  vXi=1 ri!2 � vr1A :41



Speziell f�ur regul�are Quantendesigns folgt� � r(vr� b)b(v � 1) : (2.16)D ist genau dann koh�arent, wenn hier jeweils Gleichheit gilt.Beweis. Unter Verwendung von Satz 2.5 f�ur t = 1 und K1(X) = rb I f�ur die(komplexen) Grassmannr�aume der Spur r folgtvr+ v(v � 1)� = vXi=1 vXj=1 tr(PiPj) � 1b  vXi=1 ri!2 ;wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Koh�arenz vorliegt.Die Ungleichung (2.16) ist f�ur � < r2b �aquivalent zuv � b(r � �)r2 � b� : (2.17)Diese "spezielle Schranke\ entspricht in reellen Vektorr�aumen der Schrankein [55, Theorem 3.6] f�ur r = 1. In [53, Theorem 3.6] wurde sie f�ur den Spe-zialfall equiisokliner Unterr�aume f�ur beliebiges r abgeleitet. Mit derselben Ein-schr�ankung wurde sie in [40] f�ur komplexe Vektorr�aume angef�uhrt.Ein regul�ares und koh�arentes Quantendesign hei�t komplett, falls k = v gilt.Mit Gleichung (1.6b) gilt dann auch r = b, das hei�t Pi = I f�ur alle 1 � i � v.Andernfalls (r < b, k < v) hei�t das Design inkomplett.Proposition 2.27. Sei D ein Quantendesign mit Grad 1 und Parametern �und tr(Pi) = ri, 1 � i � v. Dann gilt0 � � � ri � b f�ur alle 1 � i � v:Ist ri = � f�ur ein 1 � i � v, dann ist D reduzibel und zerf�allt in ein komplettesQuantendesign und ein Quantendesign mit � = 0.Beweis. Die Matrizen PiPjPi und Pi (I�Pj)Pi = Pi � PiPjPi sind f�ur alle1 � i; j � v positiv semide�nit. Also gilt 0 � tr(PiPj) = tr(PiPjPi) � tr(Pi).Gleichheit in der zweiten Ungleichung gilt f�ur ein festes 1 � i � v genaudann, wenn Pi = PiPjPi f�ur alle 1 � j � v. Damit projizieren alle Pj auch aufden Teilraum T von V , auf den Pi projiziert und das Design ist auf T komplett.Eingeschr�ankt auf das orthogonale Komplement von T verschwindet Pi undes folgt unschwer, da� alle anderen Projektionen orthogonal sein m�ussen.Komplette Designs sind ebenso wie Designs mit � = 0 trivial und uninteres-sant. Sei also im folgenden � < ri f�ur alle 1 � i � v (f�ur regul�are und koh�arenteQuantendesigns ist das mit den Gleichungen (2.15) einfach �aquivalent dazu, da�das Quantendesign inkomplett ist). 42



Satz 2.28 (Absolute Schranke). Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesignmit Grad 1, welches nichttrivial ist, d.h. mit tr(Pi) = ri > � f�ur alle 1 � i � v.Dann sind die v Projektionsmatrizen Pi, 1 � i � v, linear unabh�angig und esgilt die verallgemeinerte Fisher-Ungleichungv � b2 f�ur komplexe Quantendesigns,v � �b+ 12 � f�ur reelle Quantendesigns,v � b f�ur kommutative Quantendesigns:Beweis. Die Gram-Matrix G der inneren Produkte der v Projektionsmatrizenhat als Eintr�age(G)ij = tr (PiPj) = (� f�ur alle 1 � i 6= j � v,ri f�ur alle 1 � i = j � v.Diese Matrix l�a�t sich also in der Form G = N + �J schreiben. Dabei istN = diag(n1; : : : ; nv) mit ni = ri � � > 0 f�ur alle 1 � i � v und J ist die v � vMatrix, deren s�amtliche Eintr�age 1 sind. G ist als Summe der positiv de�nitenMatrix N und der positiv semide�niten Matrix �J selbst positiv de�nit. Alsogilt Det(G) 6= 0. Daraus folgt, da�G nichtsingul�ar ist und damit die v Projekti-onsmatrizen linear unabh�angig sind. Daraus folgen die drei Ungleichungen.Quantendesigns, f�ur welche die entsprechende Ungleichung von Satz 2.28zur Gleichung wird, sollen maximal genannt werden.Die Ungleichung f�ur den reellen Fall und eingeschr�ankt auf r = 1 �ndet sichbereits in [55] und [52]. In [53] wurde sie f�ur den Spezialfall equiisokliner Un-terr�aumen mit beliebigem r abgeleitet. Die komplexe Entsprechung �ndet sichin [40]. Die Ungleichung v � b f�ur den kommutativen Fall ist in der klassischenDesigntheorie als Ungleichung von Fisher bekannt (siehe z.B. [13, TheoremII.2.6]).F�ur regul�are Quantendesigns folgen die absoluten Schranken auch als Ko-rollar zu Satz 2.2, v � dim(Hom(X; 1)) = dim(X) f�ur die Vektormengen Xder komplexen, reellen bzw. diagonalen Matrizen mit Spur r. F�ur nichtregul�areDesigns folgt aus Satz 2.2 aber nur v � dim(Pol(X; 1)) = dim(Hom(X; 1))+ 1,da hier das konstante Polynom f(P) � c nicht in Hom(X; 1) liegt.F�ur reelle und komplexe Designs mit r = 1 kann man mit Hilfe der Q-Polynomialit�at zeigen, da� D genau dann ein stra�es 2-Design ist, wenn es dieabsolute Schranke f�ur Grad 1 erreicht (siehe [29, Theorem 16.1.3]). F�ur nichtre-gul�are Quantendesigns kann allenfalls (stra�e) 2-Koh�arenz vorliegen aber nichtauch (1-)Koh�arenz, da dann v � dim(Pol(X; 1)) = dim(X) + 1 sein m�u�te. Esist nicht bekannt, ob solche Strukturen existieren. F�ur regul�are Quantendesignsgilt der Zusammenhang von r = 1 f�ur beliebige r.43



Satz 2.29. Sei D ein regul�ares, komplexes, reelles oder diagonales Quanten-design mit Grad 1 und r > �. Dann ist D genau dann maximal, wenn es ein(stra�es) 2-Quantendesign bzgl. U(b), O(b) bzw. S(b) ist.Beweis. (i) Wir zeigen zuerst, da� maximale, regul�are D koh�arent sind.Die komplexen, reellen bzw. diagonalen Projektionsmatrizen eines maxima-len Quantendesigns sind entsprechend Satz 2.28 linear unabh�angig und spannenden Raum aller komplexen, reellen symmetrischen bzw. diagonalen Matrizenauf. In allen drei F�allen enthalten sie also die Einheitsmatrix als Linearkombi-nation, d.h. es gibt komplexe Zahlen ci; 1 � i � v, so da� giltvXi=1 ciPi = I:Durch Multiplikation mit Pj ; 1 � j � v, und Anwendung der Spur erhaltenwir v Gleichungen in den Unbekannten ci, welche mit der v � v Matrix J unddem Vektor j, dessen Eintr�age ebenfalls alle gleich 1 sind, sowie dem Vektorc = (c1; : : : ; cv) �aquivalent sind zur Matrixgleichung((r � �)I+ �J)c = rj:Die Matrix (r��)I+�J ist als Summe einer positiv de�niten Matrix und einerpositiv semide�niten Matrix selbst positiv de�nit und somit nichtsingul�ar. Alsohat diese Matrixgleichung eine eindeutige L�osung und zwarci � c = rr + �(v � 1) f�ur alle 1 � i � v:Daraus folgt die Koh�arenz mit k = 1=c.(ii) Aus der Koh�arenz von D folgt mit Satz 2.26, da� � = r(vr�b)b(v�1) ist, und1v2 vXi=1 vXj=1 (tr (PiPj))2 = 1v (r2 + (v � 1)�2) = r2(b2 + vr2 � 2rb)b2(v � 1) :Setzen wir in die Ungleichung (2.4) jeweils die Werte von tr (K2(X))2 aus denGleichungen (2.6) ein, dann erhalten wir die drei Ungleichungen von Satz 2.28.Genau bei Gleichheit folgt aus Satz 2.5 die jeweilige 2-Koh�arenz bzgl. der zuden G-R�aumen geh�origen Gruppen.Der Spezialfall dieses Satzes f�ur kommutative Quantendesigns entsprichtden S�atzen von Ryser f�ur klassische symmetrische Inzidenzstrukturen (siehez.B. [13, Theorem II.3.2 und II.3.5]).Alle bisherigen Ergebnisse waren Verallgemeinerungen von Resultaten �uberklassische Designs (insbesondere BIBDs), gleichwinkelige Liniensysteme undequiisokline Unterr�aume. Nun folgt ein Resultat, welches auch f�ur r = 1 neu zusein scheint. 44



Satz 2.30 (Koh�arent duale absolute Schranke). Sei D ein regul�ares, ko-h�arentes Quantendesign mit Grad 1 und v > 1 + b=r (d.h. k 6= 1 und ungleicheiner L�osung von Beispiel 2.14). Dann gilt f�ur komplexe Quantendesignsv � br + 1 +p4br + 12r2 : (2.18)F�ur reelle Quantendesigns giltv � br + 2� r +pr2 + 4r(2b� 1) + 42r2 : (2.19)Beweis. Aus k > 1+r=b folgt r < b(k�1). F�ur die Parameter des koh�arent dua-len Quantendesigns D? gilt also r? < b? und mit den Gleichungen (2.15) folgtk? < v? und r? > �?. Damit erf�ullt D? die Voraussetzungen von Satz 2.28.F�ur komplexe Quantendesigns gilt v? � �b?�2, d.h. v � b2 (k � 1)2 undunter Verwendung von b(k � 1) = vr � b folgt v � (vr � b)2. Die Au
�osungdieser Ungleichung nach v ergibt unter Ber�ucksichtigung von v � 1 + b=r dieUngleichung (2.18).Ist D reell, so kann auch D? reell gew�ahlt werden und es gilt v? � b?(b?+1)=2, d.h. 2v � b2 (k � 1)2+b (k � 1) und unter Verwendung von b(k�1) = vr�bfolgt 2v � (vr� b)2+ (vr� b). Die Au
�osung dieser Ungleichung nach v ergibtunter Ber�ucksichtigung von v � 1 + b=r die Ungleichung (2.19).Sei zum Beispiel v = 5, b = 3, r = 1 und damit k = 53 und � = 16 . DieParameter erf�ullen die Ungleichung v � 1+b=r von Proposition 2.12 aber nichtdie Ungleichung (2.18) und es existiert somit keine L�osung.Irrt�umlicherweise wurde in [24, Example 5.7] auch f�ur die Parameter b = 4,v = 6 und � = 19 behauptet, da� die spezielle Schranke (2.17) zur Gleichheitwird und damit das Design koh�arent sei. Ein Quantendesign mit Grad 1 und sol-chen Parametern existiert wohl (siehe [55]) aber es erf�ullt die spezielle Schrankenicht exakt, ist also auch nicht koh�arent. Dazu m�u�te � = 110 sein. Eine solcheL�osung kann aber nicht existieren, da sie Gleichung (2.18) verletzen w�urde.
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2.5 AutomorphismengruppenDe�nition 2.31. Ein Automorphismus des QuantendesignsD = fP1; : : : ;Pvgist eine �Aquivalenzabbildung vonD in sich selbst und wird durch ein Paar (U; �)beschrieben, bestehend aus einer MatrixU 2 U(b) und einer Permutation � vonf1; : : : ; vg, so da� giltPi = UP�(i)U�1 f�ur alle 1 � i � v:Sei G � U(b). Die Menge aller Automorphismen (U; �) mit U 2 G eines Quan-tendesigns D bildet mit der Hintereinanderausf�uhrung � als Verkn�upfung eineGruppe, welche volle Automorphismengruppe bzgl. G von D genannt und mitAutG(D) bezeichnet wird.Wir lassen nun die Permutationen au�er Acht und betrachten nur die uni-t�aren Matrizen. Durch die Abbildung' : (U; �) 7! Uwird ein Homomorphismus von AutG(D) in die Gruppe aller unit�aren b � bMatrizen de�niert, d.h. eine (unit�are) lineare Darstellung von AutG(D). Wieman leicht sieht ist die Abbildung ' genau dann injektiv, wenn alle ProjektionenPi 2 D paarweise verschieden sind. Das setzen wir im folgenden voraus. Dannl�a�t sich ' eindeutig umkehren und wir sagen U erzeugt den Automorphismus(U; �).Proposition 2.32. Sei AutG(D) die Automorphismengruppe bzgl. einer be-liebigen Gruppe G des Quantendesigns D und H die Gruppe der zugeh�origenunit�aren Matrizen (das Bild von '). Dann ist D ein t-Quantendesign bzgl. Hf�ur alle t 2 N. Ist H irreduzibel, so ist D insbesondere koh�arent.Beweis. Die t-Koh�arenz folgt sofort, wenn man f�ur beliebige (U; �) 2 Aut(D)die Gleichung Pvi=1 
tPi = Pvi=1 
tP�(i) mit U �ahnlichkeitstransformiert.F�ur irreduzible G folgt die Koh�arenz aus dem Lemma von Schur.Aber nat�urlich haben wir im allgemeinen etwas gr�o�ere Gruppen im Auge,wenn wir die t-Koh�arenz untersuchen. �Uber die Irreduzibilit�at von H hat manaber ein sch�ones Kriterium f�ur die Koh�arenz.Durch  : (U; �) 7! �wird ein Homomorphismus von AutG(D) in die symmetrische Gruppe Sv (allerPermutationen einer v-elementigen Menge) induziert, d.h. eine Darstellung alsPermutationsgruppe. Sei mit Aut�G(D) � Sv das Bild von AutG(D) unter  :(U; �) 7! � bezeichnet. 46



Der Homomorphismus  ist im allgemeinen nicht injektiv. Der Kern von  ist (mit der identischen Permutation id) gegeben durch Ker( ) = f(U; id) 2AutG(D)g und enth�alt jedenfalls die Untergruppen G \N , wobeiN = f(�I; id) : � 2 C ; j�j = 1g:Der Kern von  ist immer ein Normalteiler und es giltAut�G(D) �= AutG(D)Ker( ) :Wir k�onnen nun  umkehren und jeder Permutation � 2 Aut�G(D) eindeutigeine Nebenklasse von Ker( ) in AutG(D) und speziell einen Nebenklassenre-pr�asentanten (U(�); �) 2 AutG(D) zuordnen. O.B.d.A kann U(id) = I gesetztwerden. Wenden wir darauf ' an, so erhalten wir eine Abbildung � 7! U(�)von Aut�G(D) in die unit�aren b � b Matrizen. Diese Abbildung ist besondersinteressant, falls Ker( ) = G \N gilt, wof�ur es ein einfaches Kriterium gibt.Lemma 2.33. SeiD = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesign und  der Homomor-phismus von Aut(D) in die symmetrische Gruppe. Ist D irreduzibel, dann giltKer( ) = G\N .Beweis. Sei das Quantendesign D irreduzibel und (U; id) 2 Ker( ), d.h.Pi = UPiU�1 f�ur alle 1 � i � v:Sei A die von den Projektionen Pi, 1 � i � v, erzeugte Algebra (endlicheProdukte und Linearkombinationen) aus komplexen b� b Matrizen. Auch A istirreduzibel und die Matrix U kommutiert mit allen Matrizen aus A. Also l�a�tsich das Lemma von Schur wieder anwenden und es folgt U = �I mit � 2 Csowie j�j = 1, wegen der Unitarit�at von U.Ist G gen�ugend gro� (z.B. G = U(b) oder O(b)), dann gilt sogar die Um-kehrung von Lemma 2.33. Sei das Quantendesign D reduzibel und in einergeeigneten Basis des C b sei Pi = P1i � P2i f�ur alle 1 � i � v mit den c � cProjektionsmatrizen P1i und den d� d Projektionsmatrizen P2i und c; d 6= 0.Sei U� = Ic � �Id mit � 2 C ; j�j = 1. Dann folgt sofort, da� (U; id) 2 Ker( ) istund, falls U� 2 G f�ur ein � 6= 1 gilt, folgt Ker( ) 6= N \ G.Sei im folgenden Ker( ) = N \G. Die Gruppe N \G liegt im Zentrum vonAutG(D) und damit ist AutG(D) eine sogenannte zentrale Erweiterung vonAut�G(D) um N \G. Es gilt dann(U(�); �) � (U(�); �) = (�(�; �)I; id) � (U(� � �); � � �)mit �(�; �) 2 C , j�(�; �)j= 1. Wendet man darauf ' an, so folgtU(�)U(�) = �(�; �)U(� � �):47



Das hei�t durch die Abbildung U : � 7! U(�)ist eine sogenannte projektive Darstellung (oder Strahldarstellung) (siehe [21,Kapitel 51-53], sowie ausf�uhrlicher [48]) von Aut�G(D) in den Raum der unit�arenb� b Matrizen gegeben mit der Faktormenge f�(�; �) : �; � 2 Aut�G(D)g. IstG � O(b), dann wird speziell eine projektive Darstellung �uber R gebildet (mitder Faktormenge f�1g).Diese projektive Darstellung ist unit�ar und sie ist genau dann irreduzibel,wenn die gew�ohnliche Darstellung ' irreduzibel ist. Sie ist genau dann injektiv,wenn ' injektiv ist, also genau dann, wenn alle Projektionen Pi 2 D verschiedensind. Eine projektive Darstellung U0 ist genau dann demselben QuantendesignD zugeordnet, wennU undU0 projektiv �aquivalent sind, d.h.U0(�) = �(�)U(�)mit �(�) 2 C , j�(�)j= 1 f�ur alle � 2 Aut�G(D) gilt.F�ur irreduzible Quantendesigns D l�a�t sich die Untersuchung der Automor-phismengruppe AutG(D) also auf jene der endlichen Gruppe Aut�G(D) und derihr zugeordneten projektiven Darstellung U(�) zur�uckf�uhren. AutG(D) bestehtdann f�ur G = U(b) zum Beispiel genau aus allen (�U(�); �) mit � 2 Aut�G(D),� 2 C , j�j = 1.F�ur reduzible Quantendesigns kommt etwas mehr Gruppentheorie ins Spiel.Die Automorphismengruppe l�a�t sich dann im allgemeinen nicht mehr eindeutigaus den Matrizen U(�) rekonstruieren.Eine PermutationsgruppeG �uber einer v-elementigen Menge f1; : : : ; vg hei�ttransitiv, falls es f�ur alle 1 � i 6= j � v ein � 2 G gibt, so da� �(i) = j gilt.Angenommen die Untergruppe G � Aut�G(D) ist transitiv und wir kennenf�ur alle � 2 G ein (U(�); �) 2 AutG(D) (d.h. f�ur irreduzible Quantendesigns Ddie induzierte projektive Darstellung). Dann gen�ugt zur vollst�andigen Beschrei-bung des Quantendesigns D die Kenntnis einer einzigen Projektionsmatrix desQuantendesigns, z.B. die Kenntnis von P1. Alle anderen Projektionsmatrizenfolgen einfach durchP�(1) = U(�)�1P1U(�) f�ur alle � 2 G:Das hei�t die projektive Darstellung von G erzeugt zusammen mit einer An-fangsprojektion P1 das komplette Design.Insbesondere gen�ugt eine sogenannte regul�are Untergruppe G. (Eine Per-mutationsgruppe hei�t regul�ar, falls sie transitiv ist und alle � 2 G, � 6= id,�xpunktfrei sind). F�ur regul�are Permutationsgruppen gilt, da� ihre Ordnunggleich v sein mu� (siehe [13, Kapitel III.3]).In Anlehnung an die klassische Designtheorie nennen wir eine regul�are Un-tergruppe G von Aut�G(D) eine verallgemeinerte Singer-Gruppe des Quanten-designs D (siehe [13, Kapitel VI] bzw. [47, Abschnitt 2.4]).In [29] wurden Automorphismengruppen auf polynomialen R�aumen (d.h.in unserer Terminologie auf G-R�aumen) untersucht. Die Resultate lassen sich48



entsprechend der Zuordnung durch die Gleichungen (1.21) auch auf Quantende-signs �ubertragen. Analoge Untersuchungen gibt es f�ur sph�arische Designs (sie-he [30], [31], [8] und [9]), wobei auch die von einem Anfangsvektor erzeugtenDesigns f�ur vorgegebene Gruppen untersucht wurden. Hier treten nur gew�ohn-liche Darstellungen auf.F�ur klassische, quadratische Inzidenzstrukturen, welche nichtsingul�ar sind,gilt, da� f�ur jeden Automorphismus, die Anzahl der Fixpunkte gleich der Anzahlder �xen Bl�ocke ist (siehe [13, I. Prop. 4.8 und II. Cor. 2.4], bzw. [47, Lemma1.43 und Cor. 1.44]). Das bedeutet f�ur diagonale Quantendesigns, da� f�ur alle(S; �) 2 AutG(D) f�ur die Anzahl f(�) der Fixpunkte von � gilt, da� f(�) =tr(S) ist. Ein analoger Zusammenhang l�a�t sich auf komplexe Quantendesigns�ubertragen.Satz 2.34. Sei D = fP1; : : : ;Pvg ein Quantendesign mit v = b2 orthogonalenb�b Projektionsmatrizen, welche linear unabh�angig sind. Sei (U; �) 2 AutG(D)und f(�) die Anzahl der Fixpunkte der Permutation �. Dann giltf(�) = jtr (U)j2 :Beweis. Sei (U; �) 2 AutG(D). Dann gilt Pl = UP�(l)U�1, also P�(l) =U�PlU f�ur alle 1 � l � v. Das hei�t mit Pl = (p(l)ij ) und U = (uij) giltf�ur alle 1 � i; j � b und 1 � l � vp(�(l))ij = bXm=1 bXn=1 �umip(l)mnunj :Sei A = (al;(ij)) = (p(l)ij ) f�ur 1 � i; j � b und 1 � l � v die Matrix mit denProjektionen als Zeilen, wobei wir annehmen, da� (ij) die b2 Paare von Zahlen1 � i; j � b in lexikographischer Ordnung (11; 12; : : : ; 1b; 21; : : :) durchl�auft.Mit Hilfe der v � v Permutationsmatrix Q� , welche die Zeilenvektoren von Adurch Multiplikation von links entsprechend � permutiert, erh�alt manQ�A = A(U
U):A hat nach Voraussetzung v linear unabh�angige Zeilen und ist also invertierbar.Darum gilt Q� = A(U
U)A�1und mit f(�) = tr(Q�) folgtf(�) = tr(A(U
U)A�1) = tr(U
U) = tr(U) tr(U) = jtr(U)j2 :49



�Ubrigens ist jedes Quantendesign, das die Voraussetzungen von Satz 2.34erf�ullt, irreduzibel. (Angenommen D w�are unit�ar �aquivalent zu einer Summezweier Quantendesigns mit Matrizen der Ordnung b1 6= 0, b2 6= 0 und b1 +b2 = b. Dann k�onnen die linear unabh�angigen Projektionsmatrizen h�ochstenseinen (b21 + b22)-dimensionalen Teilraum aufspannen). Also ist die projektiveDarstellung U(�) von Aut�G(D) de�niert. Satz 2.34 liefert f(�) = jtr (U(�))j2f�ur alle � 2 Aut�G(D).Satz 2.34 gilt insbesondere f�ur maximale, komplexe Quantendesigns mitGrad 1 (siehe Satz 2.28). Wollen wir solche Quantendesigns mittels einer re-gul�aren Untergruppe G bilden, so mu� die Gruppe die Ordnung b2 haben undeine projektive Darstellung im C b besitzen, f�ur die giltjtr (U(�))j2 = 0 f�ur alle � 2 G; � 6= id;da alle � 2 G, � 6= id, �xpunktfrei sind. Damit kann die Darstellung nicht zueiner gew�ohnlichen Darstellung �aquivalent sein, da der Charakter nicht ortho-gonal zum trivialen Charakter w�are.Spezielle Gruppen dieser Art werden wir im n�achsten Abschnitt untersu-chen.
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3 Konstruktionen3.1 Weyl-Matrizen und die Fourier-MatrixWir stellen einige Matrizen und Relationen vor, welche immer wieder ben�otigtwerden. Seien zwei unit�are b� b Matrizen de�niert durchU = 0BBBBB@1 0 0 : : : 00 e2�i=b 0 : : : 00 0 e4�i=b : : : 0... ... ... . . . ...0 0 0 : : : e2(b�1)�i=b1CCCCCA ; V = 0BBBBBBB@0 1 0 0 : : : 00 0 1 0 : : : 00 0 0 1 : : : 0... ... ... ... . . . ...0 0 0 0 : : : 11 0 0 0 : : : 01CCCCCCCA :Es gilt Ub = Vb = I; (3.1a)VcUd = e2�icd=bUdVc f�ur alle c; d 2Z: (3.1b)SeiZb =Z=bZdie additive (zyklische) Restklassengruppe modulo b und (c; d) 2Z2b. Die Zuordnung (c; d) 7! VcUd liefert eine eindeutige, irreduzible und treueprojektive Darstellung der abelschen, b2-elementigen, additiven Gruppe des Vek-torraumes Z2b durch die sogenannten Weyl-Matrizen VcUd (siehe Weyl [77,Kap. 4] bzw. [48, Theorem 7.1]) ). Die b3 Matrizen e2�iq=bVcUd mit q; c; d 2Zbbilden eine gew�ohnliche, irreduzible und treue Darstellung der (nichtabelschen)sogenannten Heisenberg-Gruppe (siehe [5]).Seien nun c = (c1; : : : ; cm) und d = (d1; : : : ; dm) zwei m-tupel von Elemen-ten ci; di 2Zb, 1 � i � m. Dann ist durch die Zuordnung(c;d) 7!W(c;d) = Vc1Ud1 
 � � � 
VcmUdm (3.2)eine projektive Darstellung der n2m-elementigen, additiven, abelschen Gruppedes Vektorraumes Z2mb gegeben. Es folgt sofortW(c;d)W(c0;d0) = e�2�i(c01d1+���+c0mdm)=bW(c+ c0;d+ d0): (3.3)Da tr(W(c;d)) f�ur c = d = (0; : : : ; 0) gleich b ist, sonst aber gleich 0, gilttr(W(c;d)W�(c0;d0)) = (b falls c = c0 und d = d0;0 sonst: (3.4)Diese Matrizen sind also orthogonal und bilden eine Basis des b2m-dimensiona-len Vektorraumes aller komplexen bm � bm Matrizen (siehe [68] f�ur den Fallm = 1). 51



Die Fourier-Matrix (manchmal auch Diskrete Fourier-Transformation oderSchur-Matrix genannt) ist eine b� b Matrix F = (frs)0�r;s�b�1 mit Eintr�agenfrs = 1pbe2�irs=b, d.h.F = 1pb 0BBBBB@1 1 1 : : : 11 e2�i=b e2�i2=b : : : e2�i(b�1)=b1 e2�i2=b e2�i4=b : : : e2�i2(b�1)=b... ... ... . . . ...1 e2�i(b�1)=b e2�i2(b�1)=b : : : e2�i(b�1)(b�1)=b1CCCCCA : (3.5)F ist unit�ar und es gilt:F2 = 0BBBBBBB@1 0 0 : : : 0 00 0 0 : : : 0 10 0 0 : : : 1 0... ... ... ... ...0 0 1 : : : 0 00 1 0 : : : 0 01CCCCCCCA ; F4 = I; (3.6)F�1VF = U und F�1UF = V�1: (3.7)Daraus folgt sofort
mF�1W(c;d)
m F = e2�i(c1d1+���+cmdm)=bW(�d; c):�Uber die Fourier-Matrix existieren eine Reihe von Arbeiten (siehe [5] f�ureinen �Uberblick).Diese Matrizen stellen das endlichdimensionale Gegenst�uck derWeyl-Opera-toren und der Fourier-Transformation im Hilbertraum L2(R) dar, welche einezentrale Rolle in der Quantenmechanik spielen. Sie werden sowohl bei der Kon-struktion maximaler, komplexer, a�ner Quantendesigns, als auch maximaler,komplexer, Quantendesigns mit Grad 1 eine Rolle spielen.
52



3.2 Maximale a�ne QuantendesignsF�ur jede beliebige Primzahlpotenz q = pm und ganze Zahl n � 2 existiert einmaximales, klassisches, a�nes (bzw. transversales) 2-Design mit den Parame-tern b = qn, r = qn�1, � = qn�2, g = q, k = qn�1q�1 und v = q(qn�1)q�1 (siehe [13,I.7] bzw. [20, VI.7.7] { aber mit dualen Parametern). Diese Designs erh�alt manz.B. mit dem n-dimensionalen Vektorraum �uber einem endlichen K�orper F derOrdnung q als Punktmenge und den (n � 1)-dimensionalen Hyperebenen vonFn als Bl�ocken. Der kleinste Fall n = 2, d.h. � = 1, entspricht der Existenz vonq�1 paarweise orthogonalen Lateinischen q�q Quadraten bzw. a�nen Ebenenund kann im F2 realisiert werden.Wir wollen ein analoges Resultat f�ur maximale a�ne Quantendesigns �uberden komplexen Zahlen beweisen und zwar mit einer verwandten Konstruktion.Dazu ben�otigen wir ein Konzept aus der Theorie der endlichen K�orper (siehe [54,Kapitel 2.3]).Sei F ein endlicher K�orper der Ordnung qm mit einem Unterk�orper K derOrdnung q. Man kann F alsm-dimensionaler Vektorraum �uber K interpretieren.Eine geordnete Menge f�1; : : : ; �mg von m Elementen �i 2 F hei�t eine Basisvon F �uber K, wenn jedes Element a 2 F eindeutig dargestellt werden kannin der Form a = a1�1 + � � � + am�m mit ai 2 K f�ur alle 1 � i � m. DieSpur TrF=K(a) eines Elementes a 2 F �uber K ist de�niert durch TrF=K(a) =a + aq + � � � + aqm�1 . Ist K der Primk�orper von F, dann wird TrF=K(a) alsabsolute Spur bezeichnet und einfach als Tr abgek�urzt. Die Spur ist eine lineareAbbildung von F auf K. Zwei Basen f�1; : : : ; �mg und f�1; : : : ; �mg von F �uberK hei�en dual, fallsTrF=K(�i�j) = (1 f�ur alle 1 � i = j � m,0 f�ur alle 1 � i 6= j � m.Zu jeder beliebigen Basis existiert eine duale Basis.Satz 3.1. F�ur jede beliebige Primzahlpotenz q = pm und f�ur jede ganze Zahln � 1 existiert ein maximales, a�nes 2-Quantendesign bzgl. U(b) mit den Pa-rametern b = qn, r = qn�1, � = qn�2, g = q, k = q2n�1q�1 und v = q(q2n�1)q�1 .Beweis. Wir konstruieren zuerst L�osungen f�ur n = 1, d.h. r = 1.Sei (c;d) ein Punkt im F2. Seien f�1; : : : ; �mg und f�1; : : : ; �mg zwei dua-le Basen des endlichen K�orpers F der Ordnung pm �uber seinem Primk�orper,welchen wir mit Zp identi�zieren und c = c1�1 + � � �+ cm�m und d = d1�1 +� � �+ cm�m. Dann ist durch (c;d) 7!W(c;d) = Vc1Ud1 
 � � � 
VcmUdm , alsoentsprechend Gleichung (3.2), eine projektive Darstellung der additiven Gruppevon F2 gegeben. 53



(c;d) und (c0;d0) liegen genau dann in einem eindimensionalen Teilraumvon F2, wenn c0d = cd0 gilt. Darauf die absolute Spur angewandt, ergibt mitder Dualit�at der Basenc01d1 + � � �+ c0mdm = c1d01 + � � �+ cmd0m:Daraus folgt mit Gleichung (3.3), da� die q Matrizen W(c;d), welche zu einemeindimensionalen Teilraum von F2 geh�oren, paarweise kommutieren. Aus derGleichung (3.4) folgt, da� sie linear unabh�angig sind. Wenn sie gleichzeitig dia-gonalisiert sind, spannen sie also den Raum aller diagonalen q�q-Matrizen auf.Mit Hilfe von Linearkombinationen l�a�t sich also insbesondere eine vollst�andigeOrthorgonalklasse aus q eindimensionalen Projektionen eindeutig erzeugen.Alle Teilr�aume des F2 haben nur den Nullpunkt gemeinsam, dem die q � qEinheitsmatrix I zugeordnet ist. F�ur jede eindimensionale Projektion P istP � 1q I orthogonal zu I und damit eine Linearkombinationen von q � 1 Ma-trizen W(c;d) 6= 1q I. Seien P und Q zwei verschiedenen linearen Teilr�aumenzugeordnet, dann sind diese Mengen von Weylmatrizen disjunkt, woraus mitden Orthogonalit�atsrelationen (3.4) folgttr�(P� 1q I)(Q� 1q I)� = tr(PQ)� 1q = 0:Also sind die Projektionen paarweise unabh�angig. Die q + 1 eindimensionalenUnterr�aume von F2 liefern somit q + 1 paarweise unabh�angige Orthogonalklas-sen.Sei nun n � 2 beliebig und b = qn. Sei D die eben konstruierte L�osung mitr = 1, d.h. mit k = qn+1 Orthogonalklassen sowie D0 das klassische, a�ne De-sign f�ur b = qn mit s = qn�1q�1 Parallelklassen. Damit sind die Voraussetzungenf�ur Proposition 2.21 erf�ullt und wir erhalten ein Quantendesign mit ks = q2n�1q�1Orthogonalklassen. Die Regularit�at mit r = qn�1 kommt vom klassischen De-sign und die weiteren Parameter lassen sich ebenso leicht nachpr�ufen.Die Konstruktion f�ur n = 1 kann verallgemeinert werden, indem man n-fache Tensorprodukte von W(c;d) und die Zuordnung zu eindimensionalenTeilr�aumen von F2n betrachtet. Man kann so auch direkt die L�osungen f�urn > 1 konstruieren und zeigen, da� sie die klassischen Designs als Teilmengenenthalten.Sei nun r = 1 und q eine ungerade Primzahlpotenz. Dann k�onnen wir auchexplizite Vektormengen f�ur diese Quantendesigns angeben. Ein additiver Cha-rakter � �uber einem endlichen K�orpern F der Ordnung q ist ein Homomorphis-mus der additiven Gruppe von F in die multiplikative Gruppe der komplexenZahlen mit Absolutbetrag 1. Ein nichttrivialer Charakter l�a�t sich mit der ab-soluten Spur durch �1(a) = e2�iTr(a)=p de�nieren. Seien x1; : : : ;xq die Elementevon F in beliebiger Reihenfolge und f�ur alle a 2 FXa = 1pq 0BBB@�1(ax21 + x1x1) �1(ax21 + x1x2) : : : �1(ax21 + x1xq)�1(ax22 + x2x1) �1(ax22 + x2x2) : : : �1(ax22 + x2xq)... ... . . . ...�1(ax2q + xqx1) �1(ax2q + xqx2) : : : �1(ax2q + xqxq)1CCCA :54



F�ur ungerade q bilden die Standardbasis und die Spalten der q Matrizen Xagenau q + 1 paarweise unabh�angige Orthonormalbasen. Dies kann man direktnachpr�ufen unter Verwendung der Orthogonalit�atsrelationen der Charaktereund folgender Formel f�ur nichttriviale Charaktere � �uber endlichen K�orpernvon ungerader Ordnung q (siehe [54, Theorem 5.33]).������Xy2F�(ay2 + xy)������ = pq f�ur alle a;x 2 F; a 6= 0: (3.8)Wir skizzieren kurz den Zusammenhang zur Konstruktion in Satz 3.1 und be-weisen damit auch indirekt die Formel (3.8).Sei jedem x 2 F sein Koordinatenvektor fx1; : : : ; xmg bez�uglich der Ba-sis f�1; : : : ; �mg und damit weiters ein Standardbasisvektor ex = ex1 
 � � � 
exm im m-fachen Tensorprodukt des C p zugeordnet. Dann l�a�t sich die Wir-kung der Matrizen W(c;d) beschreiben durch W(c;d)ex = e2�iTr(dx)=bex�c =�1(dx)ex�c. Das hei�t die Tensorprodukte der U wirken wie die Multipli-kation mit einem additivem Charakter und die Tensorprodukte der V wieeine Verschiebung auf den Basisvektoren. Indem man durch die DarstellungXaex = 1pqPy2F �1(ay2 + xy)ey auch Xa als Matrizen in dieser Basis inter-pretiert, l�a�t sich leicht nachpr�ufen, da� giltX�1a W(c;d)Xa = �1(ac2 + dc)W(�(d+ 2ac); c):Die Matrizen W(0;d) sind diagonal. F�ur ungerade q werden mit a 2 F durchdie Gleichungen d = �2ac alle linearen Teilr�aume im F2 ungleich (0;d);d 2 Fbeschrieben und alle einem solchen Teilraum zugeh�origen Matrizen W(c;d)werden also durch Xa gleichzeitig diagonalisiert. Die Spalten dieser Matrizensind also die gemeinsamen Eigenvektoren. F�ur gerade q gilt das nicht.Die MatrizenW(c;d) erzeugen f�ur alle c;d 2 F Automorphismen des jewei-ligen Designs. Um eine transitive Untergruppe zu erhalten m�ussen aber nochweitere Automorphismen hinzugenommen werden, z.B. in der eben erw�ahn-ten Basis Fmex = 1pq Py2F�1(xy)ey bzw. Gaex = �1(ax2)ex f�ur ungerade q.Fm entspricht �ubrigens genau dem m-fachen Tensorprodukt der Fourier-Matrix
mF und Xa = GaFm.In der Literatur sind nur endlich viele 2-Designs in komplexen, projektivenR�aumen (das entspricht dem Fall r = 1) bekannt (siehe [43]). Die Au
�osbarkeitwurde nie explizit betrachtet. Implizit wurden aber einige L�osungen unter den2-Designs mit Grad 2 gefunden, n�amlich jene f�ur b = 2; 3; 4 (siehe [43, Beispiel2,16,17]) und b = 9 (siehe [24, Beispiel 5.9] und [43, Beispiel 19]). Sie wurdenaus stark regul�are Graphen [15] konstruiert. Alle diese Designs sind Spezialf�alleder obigen Konstruktion.F�ur den reellen Fall ist weniger bekannt. Wie wir zeigten, k�onnen reelle,a�ne Quantendesigns mit r = 1 und k = 2 Orthogonalklassen nur f�ur b = 2oder b = 4t, t 2 N, existieren und entsprechen Hadamard-Matrizen. Dasselbegilt somit f�ur maximale reelle, a�ne Designs mit k = (b+2)=2 Orthogonalklas-sen. F�ur b = 2 bilden z.B. die 4 Vektoren (1; 0), (0; 1), (1;�1) eine maximale55



L�osung (siehe auch [43, Beispiel 1]). Beispiel 2.17 liefert f�ur x = y = z = 0 einmaximales, reelles, a�nes Quantendesign mit b = 4.Es folgt noch eine kurze Bemerkung zur Quantenmechanik.Die maximalen a�nen Quantendesigns von Satz 3.1 liefern auch Beispiele f�urdas sogenannte Pauli Problem der Bestimmung von Quantenzust�anden durchMessungen (siehe [73] f�ur einen �Uberblick bzw. [17]). Ein maximales, regul�ares,a�nes Quantendesign mit r = 1 hat q + 1 paarweise unabh�angige Orthogo-nalklassen. Seien q von ihnen jeweils als Spektralprojektionen von quantenme-chanischen Observablen Ai, 1 � i � q, interpretiert und die q eindimensiona-len Projektionen der �ubriggebliebenen Orthogonalklasse als reine Zust�ande. DieMessung ihrer Wahrscheinlichkeit bzgl. der Spektralprojektionen der Observa-blen Ai ergibt jeweils den gleichen Wert 1q . Das hei�t die Zust�ande sind durchdie Messungen der q Observablen nicht unterscheidbar. Die Anzahl der bzgl.reiner Zust�ande nicht informationsvollst�andigen [17] Observablen Ai, welchesogar nichtentartet sind (d.h. nur eindimensionale Spektralprojektionen haben),kann also mit der Dimension q des Vektorraumes beliebig gro� werden. Das wi-derlegt z.B. eine Vermutung von Moroz [59] auch im Endlichdimensionalen.(Im unendlichdimensionalen Hilbertraum L2(R) wurden in [78] Gegenbeispielekonstruiert).
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3.3 Weitere a�ne QuantendesignsKorollar 3.2. Sei b = qs11 � � �qsnn mit paarweise teilerfremden Primzahlpoten-zen qi und si 2 N f�ur alle 1 � i � n. Dann gibt es im C b ein regul�ares, a�nesQuantendesign mitr = q(s1�1)1 � � �q(sn�1)n und k = min q2s11 � 1q1 � 1 ; : : : ; q2sn1 � 1qn � 1 ! :Beweis. Das Resultat folgt direkt aus Satz 3.1 und Proposition 2.20.Auch dieser Satz hat f�ur kommutative Designs ein Gegenst�uck in der klas-sischen Designtheorie (siehe [13, Korollar 7.8]). Analog lassen sich auch weitereKonstruktionsmethoden aus der Theorie der transversalen Designs verallgemei-nern.Es ist bekannt, da� f�ur paarweise orthogonale Lateinische n � n Quadrate(d.h. f�ur a�ne oder transversale Designs mit � = 1) die Ungleichung N(n) �n� 1 f�ur die Anzahl N(n) der Quadrate (d.h. die Ungleichung von Placket undBurman) nicht immer erf�ullt werden kann. Es wird vermutet, da� Gleicheit nurdann erreicht werden kann, wenn n eine Primzahlpotenzen ist. Dasselbe scheintf�ur komplexe, a�ne Quantendesigns mit r = 1 zu gelten. (Vermutlich kannauch ein analoges Ergebnis zum Satz von Bruck-Ryser-Chowla [13, II.4.8]bewiesen werden).Die Parallelit�at scheint sogar noch weiter zu gehen. Zum Beispiel hat schonEuler vermutet, da� keine zwei orthogonale Lateinische Quadrate der Ordnung6 existieren. Dies wurde von Tarry um 1900 bewiesen und entspricht der Nicht-existenz eines transversalen bzw. a�nen Designs mit b = 36, r = g = 6, � = 1und k = 4. Vermutlich gibt es auch kein komplexes, a�nes Quantendesign mitb = g = 6, r = 1, � = 16 und k = 4.Bevor wir Beispiele f�ur b = 6 und k = 3 bringen, wollen wir noch eineallgemeine Konstruktionsmethode f�ur geradzahlige b und k = 3 vorstellen.Zirkulante Matrizen sind Matrizen, bei denen jede Reihe identisch ist mitder vorhergehenden aber um eine Stelle nach rechts verschoben ist. Zu jederzirkulanten Matrix A existiert eine Diagonalmatrix �A, so da� mit der Fourier-Matrix F gilt A = F�1 �AF (siehe [22]). SeiT = �A11 A12A21 A22�eine 2m � 2m Matrix mit zirkulanten m � m Submatrizen Aij = F�1 �AijFund �Aij = diag(a1ij ; : : : ; amij ) f�ur alle 1 � i; j � 2. Angenommen T ist unit�ar,dann sind die 2� 2 Matrizen Sk = (akij)1�i;j�2 auch unit�ar f�ur alle 1 � k � m.Man kann leicht zeigen, da� es zu jeder unit�aren 2 � 2 Matrix Sk Parameterbkl 2 [0; 2�), 1 � l � 4, gibt, so da� giltSk = 12  (eibk1 + eibk2 ) eibk4 (eibk1 � eibk2 )e�ibk3 (eibk1 � eibk2 ) e�ibk3eibk4 (eibk1 + eibk2 )! :57



Sei nun Ul = diag(eib1l ; : : : ; eibml ), 1 � l � 4. Dann folgt sofort T = E�11 E2 mitE1 = 1p2 �F U3FF �U3F� und E2 = 1p2 �U1F U1U4FU2F �U2U4F� :Die Matrizen E1 und E2 sind unit�ar und haben Eintr�age mit konstantem Ab-solutbetrag 1p2m . Hat also auch T Eintr�age mit konstantem Absolutbetrag, sobilden die Standardbasis und die Spalten von E1 und E2 ein a�nes Quanten-design mit b = 2m, r = 1 und k = 3. Beispiel 2.17 ist eine Anwendung dieserKonstruktion f�ur m = 2.Beispiel 3.3. Sei f�ur alle x 2 [0; 2�)T(x) = 1p6 0BBBBBB@ 1 �e�ix eix �1 ie�ix ieixeix 1 �e�ix ieix �1 ie�ix�e�ix eix 1 ie�ix ieix �11 ie�ix ieix 1 e�ix �eixieix 1 ie�ix �eix 1 e�ixie�ix ieix 1 e�ix �eix 1 1CCCCCCA :Die Matrizen T(x) sind f�ur alle x 2 [0; 2�) unit�ar, haben zirkulante 3 � 3Submatrizen und Eintr�age mit konstantem Absolutbetrag 1p6 . Also bilden dieStandardbasis und die Spalten der zugeordneten Matrizen E1(x) und E2(x) eina�nes Quantendesign mit b = 6, r = 1 und k = 3. Sie enthalten als Spezialfallauch die L�osungen, die sich mit Proposition 3.2 aus a�nen Designs f�ur b = 2 undb = 3 und jeweils k = 3 konstruieren lassen. Weitere a�ne Designs zu denselbenParametern sind nicht bekannt. Es konnte (selbst mittels Computersuche) keineweitere Orthogonalbasis gefunden werden, so da� sich die Designs auf k = 4erweitern h�atten lassen.
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3.4 Maximale Quantendesigns mit Grad 1Equiangul�are Liniensysteme, welche die absolute Schranke erreichen (d.h. stra�e2-Designs mit Grad 1 �uber den projektiven R�aumen) sind f�ur folgende F�allebekannt:Im Reellen gibt es L�osungen f�ur b = 2; 3; 7 und 27 (siehe [55, 6.6]) und [52]).Es kann f�ur b = 4; 5; 6 und weitere Werte von b gezeigt werden, da� die absoluteSchranke nicht erreicht werden kann (siehe [52]).Im Komplexen sind Beispiele f�ur b = 2; 3 und 8 bekannt (siehe [24, Beispiel6.4] und [43, Beispiel 5 und 8]).Wir werden uns hier auf den komplexen Fall beschr�anken und weitere (nicht-�aquivalente) Beispiele f�ur b = 3 und L�osungen f�ur b = 4 und 5 konstruierensowie numerische L�osungen f�ur b = 6 und 7 angeben. �Uber die komplement�arenDesigns erh�alt man auch maximale (stra�e) 2-Quantendesigns bzgl. U(b) f�urr � 2.Das liefert Anla� zur Vermutung, da� im Komplexen L�osungen f�ur alleb 2 N existieren. Der kommutative Spezialfall entspricht symmetrischen BIBDs(wovon wiederum projektive Ebenen ein Spezialfall sind). F�ur diese klassischenDesigns schlie�t wiederum der Satz von Bruck-Ryser-Chowla bestimmte L�osun-gen aus. Dieses Verhalten scheint sich, anders als bei a�nen Designs, nicht indas Nichtkommutative zu �ubertragen.Alle diese Designs haben eine regul�are Untergruppe der Automorphismen-gruppe, welche von den Weyl-Matrizen erzeugt wird (was im Hinblick auf die�Uberlegungen am Ende von Abschnitt 2.5 auch nicht �uberrascht). Die L�osungenf�ur 2 � b � 7 verwenden dabei die b�bWeyl-Matrizen. Bei der L�osung f�ur b = 8erzeugen die 3-fachen Tensorprodukt der 2�2 Weyl-Matrizen eine regul�are Au-tomorphismengruppe (es wurde hier aber noch nicht versucht auch eine L�osungmit den 8�8 Weyl-Matrizen zu �nden). F�ur 2 � b � 7 gibt es auch jeweils nocheinen Automorphismus der Ordnung 3, welchen man, da die Designs irreduzibelsind, durch eine Matrix Z der Ordnung 3 erzeugen kann. F�ur b = 2; 4; 5; 7 istdamit die Automorphismengruppe komplett (Aut�(D) ist 3b2-elementig). Da indiesem Fall 3 - b2 ist, mu� der von Z erzeugte Automorphismus einen Fixpunktin der Permutation haben. F�ur 3jb, d.h. b = 3; 6 kommen noch weitere Auto-morphismen hinzu. Hier hat der Z zugeordnete Automorphismus 3 Fixpunkte.Daraus folgt, da� man in allen F�allen den Anfangsvektor als Eigenvektor vonZ w�ahlen kann.Sei Z = (zrs)0�r;s�b�1 eine b� b Matrix mit Eintr�agezrs = ei�(b�1)=12pb e�i(2rs+(b+1)s2)=b: (3.9)Diese Matrix l�a�t sich als Z = ei�(b�1)=12FG schreiben mit der Fourier-Matrix F und einer Diagonalmatrix G = (grs)0�r;s�b�1 mit Diagonaleintr�agen59



gss = e�i(b+1)s2=b, 0 � s � b� 1. Die Matrix Z hat �ahnliche Eigenschaften wiedie Fourier-Matrix. Sie ist unit�ar und es giltZ3 = I; (3.10a)Z�1VZ = U und Z�1UZ = e�i(b�1)=bV�1U�1: (3.10b)Die m�oglichen Eigenwerte von Z sind genau die 3-ten Einheitswurzeln: 1, � =ei2�=3 und �2 = ei4�=3. Die Vielfachheiten der Eigenwerte in Abh�angigkeit vonder Ordnung b sind durch folgende Tabelle gegeben:b 1 ei2�=3 ei4�=33m m+ 1 m m� 13m+ 1 m+ 1 m m3m+ 2 m+ 1 m+ 1 m (3.11)Die Gleichungen (3.10b) lassen sich leicht nachpr�ufen. Daraus folgt, da� Z3 mitallen Weyl-Matrizen kommutiert und, da diese den Raum aller b� b Matrizenaufspannen, da� Z3 = "I ist mit j"j = 1. Um zu zeigen, da� " = 1 ist und dieTabelle (3.11) zu beweisen, mu� man Resultate �uber Gau�-Summen ben�utzen.Das ist �ahnlich wie bei der Fourier-Matrix (siehe [5]). Wir skizzieren den Beweis.Seien p und q teilerfremde ganze Zahlen, dann gilt1pq q�1Xr=0 e�i�r2p=q = e�i�=4pp p�1Xr=0 ei�r2q=p: (3.12)Diese Gleichung kann aus der Transformationsformel f(t) = (�t )1=2f(�2t ) derTheta-Funktion f(t) = P1n=�1 e�n2t abgeleitet werden (siehe [11, Kapitel 6,Gleichung (13)]). Mit den zueinander teilerfremden ganzen Zahlen q = b undp = b� 1 und mit vollst�andiger Induktion folgt1pb b�1Xr=0 ei�(b+1)r2=b = e�i�(b�1)=4:Durch Vergleich dieser Gleichung mit Z2 = "Z�1 = "Z� an der Position (0; 0)ausgewertet ergibt sich " = 1. Mit derselben Gleichung erh�alt man f�ur b = 3msofort tr(Z) = ei�=6p3. F�ur b = 3m + 1 oder b = 3m + 2 erh�alt man, unterAnwendung von Gleichung (3.12) auf die teilerfremden ganzen Zahlen q = b undp = b�3, f�ur die b�bMatrizen Zb, da� tr(Zb) = tr(Z(b�3)) gilt. Durch Induktion,tr(Z1) = 1, sowie tr(Z2) = ei�=12p2 (1 + ei5�=2) = ei�=3 folgt zusammenfassendtr(Z) = 8><>:ei�=6p3 = 2 + ei2�=3 falls b � 0 (mod 3),1 falls b � 1 (mod 3),ei�=3 = 1 + ei2�=3 falls b � 2 (mod 3).Da Z3 = I ist, hat Z genau die 3-ten Einheitswurzeln 1, ei2�=3 und ei4�=3 alsm�ogliche Eigenwerte, woraus insgesamt die Tabelle (3.11) folgt.60



Die Weyl-Matrizen mit beliebigen Phasen multipliziert ergeben die GruppeW = feixVcUd: c; d 2Zb, x 2 Rg.Wir betrachten nun die Gruppe Aut(W ) der(�au�eren) Automorphismen von W in U(b), d.h. die Menge aller unit�aren b� bMatrizen A f�ur die es x; y 2 R und j; k; l;m 2Zgibt, so da� giltA�1VA = eixVjUk ; (3.13a)A�1UA = eiyVlUm: (3.13b)Es gilt W � Aut(W ). Mit den Gleichungen (3.7) bzw. (3.10b) folgt auchF;Z 2 Aut(W ). Es gibt noch weitere Elemente in Aut(W ) (z.B. die obenerw�ahnte Matrix G). Angenommen die Weyl-Matrizen erzeugen eine regul�areUntergruppe der Automorphismengruppe eines Quantendesigns D, d.h. seiD = fVcUdP1U�dV�c : c; d 2Zbg (3.14)mit einer beliebigen orthogonale b�b Projektionsmatrix P1. Jede �Ahnlichkeits-transformation von D mit einer Matrix A 2 Aut(W ) liefert wieder ein Designvon der Gestalt (3.14) mit einer neuen Anfangsprojektion P0 = A�1PA. IstP1 eine Projektion auf einen Eigenvektor von Z 2 Aut(W ), dann folgt, da�Z einen Automorphismus erzeugt. Das mit einer Matrix A 2 Aut(W ) �ahn-lichkeitstransformatierte Design hat eine Anfangsprojektion P0, die auf einenEigenvektor der zu Z �aquivalenten Matrix Z0 = A�1ZA projiziert.Beispiel: b = 2 (siehe auch [24, Beispiel 6.4]).Nach Tabelle (3.11) hat Z die zwei Eigenwerte 1 und � = ei2�=3 und diezugeh�origen normierten Eigenvektoren sind 1 = � Yei�=4X� ;  � = � Xei5�=4Y � ;mit X = q12(1� 1p3) und Y = q12(1 + 1p3). Die zum Quantendesign D2 =fVcUd 1 : c; d 2Z2g geh�orige QD-Matrix E2 istE2 =  Y Y ei�=4X �ei�=4Xei�=4X �ei�=4X Y Y ! :Mit X2 � Y 2 = � 1p3 und p2XY = 1p3 folgt sofort, da� D2 Grad 1 hat. Mankann mit etwas Rechenarbeit nachpr�ufen, da� dieses Design (bis auf �Aquiva-lenzen) das einzige maximale Quantendesign mit Grad 1 im C 2 ist und U, Vund Z die komplette Automorphismengruppe erzeugen. Analog wird mit  �das komplement�are Quantendesign mit Grad 1 erzeugt.Beispiel: b = 3:Nach Tabelle (3.11) hat Z die Eigenwerte 1 (zweimal) und � = ei2�=3 (ein-mal). Der Eigenvektor zum Eigenwert � liefert kein Quantendesign mit Grad61



1. Orthonormierte Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind z.B. 1a = 1p6 0@ 2��2��21A ;  1b = 1p20@ 01�11A :In dem von  1a und  1b aufgespannten Eigenraum von Z zum Eigenwert 1 liegteine einparametrige L�osungsschar. F�ur beliebige x 2 R sei x = (cosx) 1a + (�2 sin x) 1b:Wir werden gleich zeigen, da� die Quantendesigns D3;x = fVcUd x : c; d 2Z3g f�ur alle x 2 R Grad 1 haben. Das Besondere f�ur b = 3 ist, da� es ei-ne Matrix A 2 Aut(W ) gibt, welche Z diagonalisiert, n�amlich A = ZG mitG = diag(1; �2; �2). Es gilt AZA�1 = �G. Die transformierten Quantende-signs D03;x = AD3;x werden von  0x = A x erzeugt und man sieht sofort, da� 0x = ei�=6(0; e�ix; eix)t ist. Multiplizieren wir  0x mit der komplexen Phaseei(x��=6), so folgt mit y = 2x die QD-MatrixE03;y = 1p20@ 0 0 0 eiy eiy� eiy�2 1 1 11 1 1 0 0 0 eiy eiy� eiy�2eiy eiy� eiy�2 1 1 1 0 0 0 1A :In dieser Form sieht man sofort, da� das Quantendesign D03;y f�ur alle y 2 Rden Grad 1 hat. Durch Vertauschen der Spalten sieht man, da� y 2 [0; 2�3 )angenommen werden kann (es gibt aber noch mehrere solcher Identi�zierungen).Die L�osung f�ur y = � �ndet sich in [24, Beispiel 6.4] und [43, Beispiel 5]. Siehat eine komplette Automorphismengruppe mit 216-elementiger Permutations-gruppe Aut�(D), welche durch U, V, G und Z erzeugt wird. F�ur y = 0 wirddie komplette Automorphismengruppe durch U, V, G und F2 erzeugt (undAut�(D) ist 54-elementig), f�ur y � 0; � wird sie nur durch U, V und G erzeugt(und Aut�(D) ist 27-elementig).Beispiel: b = 4:Nach Tabelle (3.11) hat Z die Eigenwerte 1 (zweimal), � (einmal) und �2(einmal). Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten � und �2 ergeben kein Quan-tendesign mit Grad 1. Sei % = ei�=4. Orthonormierte Eigenvektoren zum Eigen-wert 1 sind, wie man leicht nachpr�ufen kann, z.B. 1a = 1p6 0BB@%+ 1i%� 1i 1CCA ;  1b = 1p20BB@ 010�11CCA :Sei nun X = 12q3� 3p5 und Y = 12q1 + 3p5 , sowie k = X 1a+ %kY  1b f�ur k = 1; 3; 5; 7:62



Die Quantendesigns D4;k = fVcUd k : c; d 2Z4g haben f�ur alle k=1,3,5,7 denGrad 1. Unter Verwendung von h 1ajU 1ai = p23 , h 1bjU 1bi = 0,h 1ajU 1bi = 1p3 und h 1bjU 1ai = � 1p3 folgt sofortjh kjU kij2 = 2 ����X23 � iXYp3 ����2 = 15 :Analog kann man zeigen��h kjU2 ki��2 = ����X23 � Y 2����2 = 15 ;��h kjVU2 ki��2 = 2 �����iX23 � XYp3 ����2 = 15 :Wegen der Invarianz des inneren Produkts unter �Ahnlichkeitstransformationenmit U, V und Z folgen sofort alle anderen Gleichungen f�ur Grad 1. U, Vund Z erzeugen eine Automorphismengruppe mit zugeh�origer 48-elementigerPermutationsgruppe Aut�(D). Mit Hilfe eines Computers konnte nachgewiesenwerden, da� dies die komplette Automorphismengruppe ist.Beispiel: b = 5:Nach Tabelle (3.11) hat Z die Eigenwerte 1 (zweimal), � (zweimal) und �2(einmal). Sei " = ei2�=5. Zwei orthonormierte Eigenvektoren zum Eigenwert 1sind z.B.  1a = ei�=102p30 0BBBBBBBBB@ 2q2 �5 +p5��p5� 2p5 +p15� "�p5� 2p5�p15� "4�p5� 2p5�p15� "4�p5� 2p5 +p15� "1CCCCCCCCCA ;
 1b = 12p150BBBBBBBBBBBBBB@ 0r15 +q15 �5 + 2p5�� r15�q15 �5 + 2p5�! "3 r15�q15 �5 + 2p5�! "3�r15 +q15 �5 + 2p5�

1CCCCCCCCCCCCCCA :Sei nun X = 12p3� p3 und Y = 12p1 +p3, sowie� =q 110 �5 +p5�+ iq 110 �5�p5�. Wir de�nieren vier Vektoren durch (j;k) = X 1a + j�kY  1b mit j; k = �1:63



Die Quantendesigns D5;j;k = fVcUd (j;k) : c; d 2 Z5g haben f�ur alle j; k =�1 den Grad 1. Der Beweis erfordert aufwendige Rechnungen, die hier nichtwiedergegeben werden sollen. Wir weisen nur darauf hin, da� es aufgrund vonSymmetrien z.B. gen�ugt die vier Relationen ��h (j;k)jVrUs (j;k)i��2 = 16 mit r =0;�1 und s = 1; 2 zu veri�zieren. Au�erdem gen�ugt es, die Relationen f�ur nureinen der vier Anfangsvektoren nachzupr�ufen, da die vier L�osungen �aquivalentsind. Man kann leicht nachpr�ufen, da� mit G = diag(1; "3; "2; "2; "3) (G 2Aut(W )) gilt G�1 � (1;1) = �"2X 1a+ ��Y "2 1b = �"2 (�1;�1) und man siehtsofort, da�  (�1;k) = F2 (1;k) gilt.Es gibt aber auch genau vier (�aquivalente) Eigenvektoren im 2-dimensiona-len Eigenraum von Z zum Eigenwert �, welche Quantendesigns mit dem Grad1 erzeugen, wie wir nun kurz zeigen. SeiT = 0BBBB@1 0 0 0 00 0 1 0 00 0 0 0 10 1 0 0 00 0 0 1 01CCCCA :Es gilt T�1VT = V2 und T�1UT = U3. Also ist T 2 Aut(W ) und damit auchTG. Au�erdem kann man leicht zeigen, da� (TG)�1ZTG = �Z�1 gilt. Sei nun ein Eigenvektor von Z und damit auch Z�1 zum Eigenwert 1. Aus den obigenRelationen folgt Z(TG ) = �(TG ). Das hei�t, da� TG Eigenvektoren von Zzum Eigenwert 1 in solche zum Eigenwert � transformiert (und umgekehrt). DaTG 2 Aut(W ) ist, erzeugen die vier Vektoren TG (j;k) mit j; k = �1 ebenfallsQuantendesigns mit dem Grad 1.U, V und Z erzeugen eine Automorphismengruppe mit 75-elementiger Per-mutationsgruppe Aut�(D). Durch ein Computerprogramm konnte nachgewie-sen werden, da� dies die komplette Automorphismengruppe ist.Beispiel: b = 6:Es gibt folgende numerische L�osung. = 0BBBBBB@ 0:6187290:154397+ i � 0:0637930:319614+ i � 0:3739050:089576+ i � 0:006425�0:242374� i � 0:0738430:523986+ i � 0:021978 1CCCCCCA :UV�1 � ist Eigenvektor von Z zum Eigenwert 1. D6 = f c;d = VcUd :c; d 2Z6g hat Grad 1 mit einer Abweichung ���jh c;dj e;fij2 � 17 ��� � 10�6 f�ur alle(c; d) 6= (e; f).Aus U, V und Z im C 2 und U, V, R und Z im C 3 ergibt sich durchTensorproduktbildung und Anwendung einer geeigneten Permutation eine 518464



-elementige �au�ere Automorphismengruppe, welche die 6� 6 Matrix Z enth�alt.Beispiel: b = 7:Es gibt folgende numerische L�osung. = 0BBBBBBBB@ 0:196001�0:032164 + i � 0:465343�0:618610 + i � 0:0109620:012587+ i � 0:2045390:177171+ i � 0:243931�0:081634� i � 0:1056660:346649� i � 0:300538 1CCCCCCCCA : ist Eigenvektor von Z zum Eigenwert 1.D7 = f c;d = VcUd : c; d 2Z7ghat Grad 1 mit einer Abweichung ���jh c;dj e;fij2 � 18 ��� � 10�6 f�ur alle (c; d) 6=(e; f).Die Beispiele f�ur b = 2; 3; 4; 5; 6; 7 legen folgende Vermutung nahe. F�ur alleb � 2 gibt es im �� b3�+ 1�-dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1 der b� bMatrix Z Vektoren, welche mit dem Ansatz (3.14) maximale Quantendesignsmit Grad 1 erzeugen. F�ur b = 3m+2 gibt es im gleichdimensionalen Eigenraumzum Eigenwert � ebensolche Vektoren. Dagegen gehorcht die folgende L�osungeinem anderen Bildungsgesetz.Beispiel: b = 8:Hoggar konstruierte in [41] und [42] 64 Einheitsvektoren im H4 (dem 4-dimensionalen Vektorraum �uber den Quaternionen) mit paarweisem Winkel-quadrat 13 oder 19 , d.h. mit � = f13 ; 19g. Er wies auch darauf hin, da� durchKomplexi�zieren 64 Einheitsvektoren im C 8 mit � = 19 entstehen. Diese lassensich mit dem Anfangsvektor = 1p6(1 + i; 0;�1; 1;�i;�1; 0; 0)tund Anwendung des 3-fachen Tensorprodukts der 2 � 2 Weylmatrizen, d.h.durch die Matrizen W(c;d) mit c;d 2 Z3 (als Generatoren einer regul�arenAutomorphismengruppe) erzeugen.
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3.5 Weitere Quantendesigns mit Grad 1Kommutative, regul�are und koh�arente Quantendesigns mit Grad 1 (d.h. nachSatz 2.26 regul�are Quantendesigns mit Grad 1, f�ur welche die spezielle Schran-ke � � r(vr�b)b(v�1) zur Gleichheit wird) entsprechen �uber die duale Zuordnung vonSatz 1.10 balanced incomplete block designs. Diese Designs sind Gegenstand ei-ner enormen Anzahl von Arbeiten (siehe [20, Kapitel I] f�ur einen �Uberblick).Wir wollen einige bekannte Ergebnisse f�ur den nichtkommutativen Fall zusam-menstellen.F�ur r = 1 wurden insbesondere unendliche L�osungsscharen f�ur k = 2 (d.h.v = 2b und � = 12b�1) konstruiert.F�ur gerade b gibt es folgende Konstruktion, unter Rekurs auf die Theorie derHadamard-Matrizen (siehe [24, Beispiel 5.8] und [43, Beispiel 14]). Sei H eineschiefsymmetrische Hadamard-Matrix der Ordnung n = 4m, d.h. H = I +Amit einer schiefsymmetrischen (Konferenz-) Matrix A. Da AAT = (n � 1)Iund tr(A) = 0 ist, folgt, da� A die 2 Eigenwerte �ipn� 1 jeweils mit derVielfachheit 2m hat. Sei G = I + ipn�1A. Die Matrix G hat Rang 2m. Mansieht leicht, da� � 1p2G�� 1p2G�� = I+ ipn� 1Agilt. Das hei�t die 4m Spalten von 1p2G sind normiert und das innere Produktvon je zwei verschiedenen Spalten von 1p2G betr�agt � ipn�1 . Das hei�t es exi-stiert eine L�osung f�ur b = 2m. Es wird vermutet, da� eine schiefsymmetrischeHadamard-Matrix f�ur alle m 2 N existiert. Das w�urde eine L�osung f�ur alle ge-raden b liefern. Explizite L�osungen erh�alt man leicht f�ur alle n = 2k. Bekanntist auch die Konstruktion von Paley (siehe [13, Theorem I.9.11]) f�ur Prim-zahlpotenzen q � 3 (mod 4) mit n = q + 1. Das ergibt L�osungen f�ur geradeb = (q + 1)=2.F�ur ungerade b gibt es eine Konstruktion f�ur b = (q + 1)=2 mit beliebigenPrimzahlpotenzen q � 1 (mod 4). Daf�ur wurden in [55, Satz 6.3] mittels sym-metrischer C-Matrizen und der Konstruktion von Paley sogar L�osungen in denreellen Zahlen konstruiert. L�osungen f�ur andere ungerade b sind nicht bekannt.Wir k�onnen f�ur (sowohl gerade, als auch ungerade) b = (q + 1)=2 mit be-liebigen ungeraden Primzahlpotenzen q L�osungen im C b auch folgenderma�enangeben.Sei � ein nichttrivialer additiver Charakter eines endlichen K�orpers F vonungerader Ordnung q. Seien a1; a2; : : : ; aq die Elemente von F. In F gibt esgenau q�12 Quadrate au�er a = 0. Seien diese b1; b2; : : : ; b q�12 . Dann ist folgende( q+12 ) � (q + 1) Matrix E eine QD-Matrix, der sich ein regul�ares, koh�arentesQuantendesign mit Grad 1 zuordnen l�a�t mit r = 1, v = q + 1, b = q+12 , k = 2und � = 1q . 66



E = 0BBBBBBBBBB@1 1pq 1pq : : : 1pq0 q2q�(b1a1) q2q�(b1a2) : : : q2q �(b1aq)0 q2q�(b2a1) q2q�(b2a2) : : : q2q �(b2aq)... ... ... . . . ...0 q2q�(b q�12 a1) q 2q�(b q�12 a2) : : : q2q�(b q�12 aq)1CCCCCCCCCCA : (3.15)Aus j�j = 1 folgt, da� jede Spalte von E normiert ist. Die Koh�arenz folgt ausder speziellen Ungleichung. Das innere Produkt der ersten mit der j-ten Spalte,2 � j � q+1, ist o�ensichtlich 1pq . F�ur den Absolutbetrag des inneren Produktszweier anderer verschiedener Spalten folgt dies aus der Gleichung 3.8 f�ur Gau�-Summen. Man kann leicht sehen, da� diese Designs zu sich selbst koh�arent dualsind.Mittels regul�arer Zwei-Graphen [15] konnten in [55] und [52] zus�atzlich ein-zelne regul�are, koh�arente Designs mit Grad 1 im Rb konstruiert werden, auchf�ur k 6= 2 (siehe auch [24, Beispiel 5.7], z.B. f�ur b = 6 und v = 16). Weitere Bei-spiele stellen die L�osungen von Beispiel 2.14 dar, sowie die maximalen Designsvon Abschnitt 3.4.Die folgende Tabelle gibt die m�oglichen Parameter f�ur regul�are, koh�aren-te Quantendesigns mit Grad 1 und r = 1 in Abh�angigkeit von v und b an.Eingetragen ist � = v�bb(v�1) . Ber�ucksichtigt wurden die Ungleichungen von Ab-schnitt 2.4 f�ur komplexe Designs. F�ur Parameter, f�ur die wir eben L�osungenangegeben haben, ist � fettgedruckt (k = 2 entspricht z.B. den Eintr�agen mitv = 2b).bnv 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 162 0 14 133 0 19 15 29 521 14  Absolute Schranke4 0 116 18 17 532 16 740 211 316 526 1156 155 0 125 335 110 19 325 755 215 965 17 11756 0 136 116 227 112 111 772 439 328 197 0 149 235 577 114 113 449 3358 0 164 122 596 352 116 115- - - Koh�arent dualeOrthonormalbasen Bsp. 2.14 absolute Schranke67



F�ur reelle Designs gelten st�arkere obere (und koh�arent duale untere) Schran-ken und es kann gezeigt werden, da� es nicht f�ur alle zul�assigen Parameter in-nerhalb dieser Schranken L�osungen gibt. Zum Beispiel gibt es keine L�osungenf�ur b = 4 und v > 6 (siehe [52]). Mit der koh�arenten Dualit�at folgt daraus, da�es im Reellen gar keine L�osung f�ur b = 4 gibt, au�er jener in Beispiel 2.14. F�urden komplexen Fall sind keine solchen Nichtexistenzbeweise bekannt. Es beste-hen aber selbst bei den kleinen Werten noch gro�e L�ucken, so da� es eine gro�eHerausforderung darstellt weitere komplexe L�osungen zu �nden. Aufgrund derkoh�arenten Dualit�at kann man sich auf k � 2, d.h. v � 2b beschr�anken.Die r-fachen Summen, die komplement�aren Designs und die koh�arent dualenDesigns von koh�arenten Designs mit Grad 1 haben auch Grad 1, so da� wir auchviele L�osungen f�ur r � 2 haben.
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NachwortIn dieser Arbeit wurden eine Reihe o�ener Probleme und Vermutungen ge-nannt. Hier sind einige davon aufgelistet und Vorschl�age f�ur weiterf�uhrendeUntersuchungen.(i) Verallgemeinere weitere Konzepte der Theorie sph�arischer Designs, wiejenes zonaler orthogonaler Polynome (siehe [29]). Entwickle damit dieTheorie der t-Koh�arenz bzw. der t-Quantendesigns speziell �uber homoge-nen G-R�aumen weiter.(ii) �Ubertrage die Konzepte auf Vektorr�aume und Projektionen �uber den Qua-ternionen und Cayley-Zahlen.(iii) Verallgemeinere Nichtexistenzbeweise der klassischen Designtheorie (wieetwa den Satz von Bruck-Ryser-Chowla [13, II.4.8] f�ur a�ne Designs) undNichtexistenzbeweise �uber stra�e t-Designs mit r = 1 (siehe [6], [7], [10]).(iv) Zeige, da� kein a�nes Quantendesign f�ur b = 6, r = 1 und k = 4 existiert.(v) Konstruiere (mit dem Ansatz aus Abschnitt 3.4) f�ur alle b 2 N ma-ximale, regul�are Quantendesigns mit Grad 1 (d.h. stra�e, regul�are 2-Quantendesigns) �uber den komplexen Zahlen.(vi) Konstruiere weitere regul�are, koh�arente Quantendesigns mit Grad 1, ins-besondere f�ur kleine Parameterwerte. Gibt es, au�er den Schranken vonAbschnitt 2.4, f�ur komplexe Quantendesigns weitere Einschr�ankungen?(vii) Untersuche und konstruiere Quantendesigns mit Assoziationsschemata alseine Verallgemeinerung von partially balanced incomplete block designs.(viii) Interpretiere quantenmechanische Systeme in endlichdimensionalen Hil-bertr�aumen (z.B. Spin-Observablen) als Mengen von Projektionsmatri-zen (Spektralprojektionen bzw. Zust�ande) und damit als Quantendesigns.K�onnen bestimmte Systeme als Quantendesigns (wahrscheinlichkeitstheo-retisch) eindeutig charakterisiert werden?(ix) Entwickle das Konzept f�ur unendlichdimensionale Hilbertr�aume und/oderunendliche (kontinuierliche) Mengen von orthogonalen Projektionen, wiein Abschnitt 1.3 kurz skizziert, weiter.
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